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AVVERTIMEBiTO DEL TRADITORE. 



L' Aritmetica di Bs'trand non ha bisogno di racco- 
mandazione; il nome dell'Autore, conosciuto per molti 
e pregevoli lavori intomo alle più ardue parti delle 
scienze matematiche, rende superflua qualunque lodo. 
Talché noi avremmo volentieri risparmiato al lettore 
un Avvertimento, se non ci fosse sembrato necessario dire 
qualche cosa del modo da noi tenuto nrl reriiri' in ita- 
liano t[U('sta Opi'ia. K inveirò hi nostra non può dirsi real- 
mente una traduzione; poichfì noi abbiamo liheramcnte 
e senza scrupolo variato, dove ci è sembrato opportu- 
no. Cosi, senza entrare in particolari, diremo ehe, ol- 
tre numerosi cambiamenti di minore importanza, abbia- 
mo derivate le condizioni di divisibilità per 9 c per H 
da principii diversi da quelli da cui le aveva derivate 
l'Autore; il capitolo IX, che si trovava nella 1' edizione, 
è stato da noi acanto a questa traduzione; la teorica.dei 
numeri decimali, quella delle radici quadrate e cubiche, 
e generalmeote quasi tutte le teoriche, hanno ricevuto no- 
tevoli variazioid. Nel Capitolo delle Misure abbiamo e^)osto 
il calcolo dei numeri cosi detti complessi, che non for- 
mava parie del lesto francese. I,' ordine dei Capitoli è 
sialo anche in parie miilalo. Il capitolo W è agi;iunto, 
f preso quasi uiteraiiiente dall' oiiuscolo del signor Violile 
Approximalions nnmenqties. Questi mutamenti ci sono stati 
consigliati dalle non lievi differenze che sono fra l'istru- 
zione pubblica in Francia e presso di noi. 

Il merito principale del Trattato di Bertrand consi- 



slrndo nel motodo con cui b licitato , noi i:l sianui sforzati 
ili conservarlo nellR nostre aj^giuntn e variazioni. 

Abbiamo assai spesso fatto uso di lettere invece di 
numeri nell' esposizione delle vane teoriehe apparte- 
nenti all'Aritmetica-, pareiiJoci che ciò conferisse alla 
chiarezza, e preparasse i giovani allo studio dell'Algebra. 
Quei maestri che fossero di opinione differente potranno 
sostituire alle lettere i numeri , senza che le dimostra- 
zioDÌ debbano soffrire mutazione. 

£ debito di giustizia l' avvertire che abbiamo tratto 
molto profìtto dai Trattati d' Aritmetica di Seiret e 'di 
Amante. 
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KOBiom pnHiiHiMiit. — nniiBRacioiiB DBf»aiAt.B. 

NOZIONI PRELIMINARI. 

1. Si 'chiama grandesza o guantiià tutto ciò clieè 
suscettivo di aumento o di diminuzione. Quindi uno stesso 
oggetto Ta nascere in noi l'idea di tante quantità di- 
verse quante maniere concepiamo di modiOcarlo; così la 
presenza di uno oggetto piii o meno iuugo, più o meno 
pesante, movenlesi più o mcuo velocemente, ci fa acqui- 
stare la nozione delle quantità che 8Ì chiamano lun- 
ghesse, pesi, velocità, etc. 

2. Le matematiche sono la scienza dt;lle quantità; 
ma non di tutte le quantità. E invero, tuttoché un og- 
getto possa essere più o meno bello, piili o meno utile, 
Io studio del hello e dell' utile noo ò. un ramo delle ma- 
tematiche. Le matematiche tratt<mo solamente ■ delle 
guimtità misur^iti. 

3. Misurare una quantità edifica determinarla 
con precisione, paragonandola ad un'altra quantità 
della stessa natura che si considera come conosciuta. 
Dire, per esempio, che una lunghezza ha tre metri, si- 
gnifica darne la misura ed esprimerla mediante il metro. 

La quantità che serve a misurarne delle altre 
prende il nome di unità. Neil* esempio precedente il me- 
tro è r unità. 
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h. Il risultato della misura dì una grandezza si 
rappresenta mediante un numero. Quando si dice, per 
esempio, una distanza di tre metri, un peso di quindici 
chilogrammi, un vaso di tre quarti di litro, ec, le pa- 
role tre, quindici, tre quarti, rappresentano namerì. 

L' origine piii natorale dell' idea di numero si trova 
nella considerazione di molti oggetti distinti ; ed è per 
estensione cbe s'introduce nella misura di tutte le gran- 
dezze. Cosi, per esempio, le quantità, qq gregge di quin- 
dici montoni e an peso di quindici chilogrammi conten- 
gono ambedue quindici volte la respettiva unità; ma 
nella prima l' idea è più semplice, perchè la separazione 
delle unità è materiale, mentre nella seconda è pura- 
mente fìttizia. 

Le frazioni e i numeri incommensurabili , che i geo- 
metri considerano pure come numeri, rappresentano tra 
la quantità e la sua unità una relazione più complicata, 
di cui terremo parola più tardi. 

5. Quando un numero è enunciato senza indicare la 
specie delle unità che rappresenta, si chiama numero 
astratto; nel caso contrario, dicesi numero concreto; cosi 
7 è un numero astratto, e ? litri un numero concreto. 

Queste denominazioni sono mollo eomuni; ma dob- 
biamo àrrertire die la seconda potrdU» fir nssaera Bua 
idea inesatta; giacché nn numero concreto non è un nu- 
mero, ma una quantità. Quando si dice 7 litri, il nu- 
mero, è 7; la parola litro completa ma non modifica 
r idea. 

6. L'aritmetica comprende l'arte di effettuare le 
operazioni alle quali danno luogo ì numeri e Io studio 
delle lori) proprietà; ma questa seconda parte sarà ri- 
dotta in questo trattato alle proposizioni fondamentali 
cbe possono facilitare o abbcevìare le operazioni. 
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KUMÉRAZIOSE DECIMALE. 
SefiaitiaiM d«i mnneri toterii 

7. Numeri ioteri ehiamaiisi quelli cbe rappresen- 
tano 1* unità 0 la riunione di molte unità. Il loro studio 
forma la parte principale dell' aritmetica., perchè è sem- 
pre sui namerì interi che si Ilanno in ultima analisi le 
operazioni. 

Benché la maniera di scrivere e di enunciare i nu- 
meri interi sia necessariamente familiare a quelli che 
intraprendono Io studio teorico dell'aritmetica, tuttavia 
r importanza di questo sistema di naraerauooe nell'arte 
di fare i calcoli è tuie clic stimiamo Inéispensatlls In- 
dicarne accuratamente i principj. 

Nàmeramnc pariata* - 

8. 1 primi nnmerl hanno ricevuto Doml indipen- 
denti gli mii dagli altri: «no, due, tre, quattro, 
cinque, sei, sette, otto, novene dieci, ìlaamoro dieci, 
che si chiama base del sistema, serve a formare delle 
nuove nnità il col uso rende notabilmente semplice 
r espressione parlata e scrìtta dei numeri superiori. 

Queste anitàaono: 
L'unità del second'ordine, o dieci unità semplici. 
L' unitfi del terz' ordine, o cento unilà aempiici. 
I,' unità del quart' ordine, o mille unità semplici. . 
L' unità del quint' ordine, o dieci mila unità sempìici. 
L'unità del sest' ordine, o cento mila unità semiilici. 
L' unità dei setti m'ordì ne, o un miiiono d'nnilà s'amplici. 

Ciascuna di queste unità ne vale dieci dell' ordine 
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precedente; e, per coaseguenza, cento dell'ordine elio 
precede di due posti, mille dell'ordine che precede di 
tre posti, e così dì séguito. 

EsEUPio. Uq milione vale dieci centinaia di mi- 
gliaia, cento decine di migliaia, mille volte mille, dieci 
mila volte cento, e cento mila volte dieci. 

Si SODO dati nomi particolaiila tutti 1 numeri di de- 
cine inferiori a dieci decine. Questi nomi sono: venti, 
tre^, quaranta, cinquanta, sessanta, settanta, ottanta, 
nova/nta-i!, inutile indicare il significato di ciascun nome. 

I numeri compresi fra dieci e cento, si esprìmono 
indicando il più gran numero di decine che contengono 
e aggiungendovi il nome del numero minore di dieci, 
che li completa. Cosi dicesi: trenta sette. 

È evidenle che a questo modo si possono enunciare 
tulli i iiuineri minori di cento. 

I numeri maggiori di cento e minori di mille si 
esprimono enunciando il più gran numero di centinain 
clic contengono e aggiungendo il nome del numero, 
evidentemente minore di cento, che li completa. Cosi 
dicesi: trecento gnaranta sette. 

É chiaro che a questo modo possono enunciarsi tutti 
ì numeri miaori di mille. 

I numeri compresi fra niile e un milioiiei ^ «w»- 
mooo enunciando quante migliaia contengono e nnen- 
dovi il nome del numero inferiore a mille che li com- 
pieta: Cosi dicesi: trecento quaranta due mila, ottocento 
cinquanta sette. 

Per esprimere i numeri compresi fra un niilionè e 
mille milioni o un bilione, s' indica quanti milioni con- 
tendono questi numeri, e si aggiunge il nome del Nu- 
mero minore di un milione che li completa. Cosi dìcesi: 
trmla cinque milioni, ottocento trCTita due mila, trecento 
quaranta due. 
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SI può continuare cosi fndeflaitamenle, purché &t 
sappia cite mille bilioni Tanno un trilione, mille trilioni 
i!D qualriiione, ec. 

9. Osservazione. Neil' uso abituale del nostro si- 
stema di numerazione, le unità del 4", 7», 10". . . ordine 

(mille, milioni, bilioni, ) sono le più importanti. 

In effetto le altre spariscono dal linguaggio, e, tranne le 
decine e le centinaia, non sono state neppure creale 
parole speciali per dislingnerle; io guisa che nel%nu- 
merazione parlata, invece di chiamare l'attenzione sulla 
decomposi^one dei numeri in unità del primo, secondo, 
terzo, quarto, quiato ordine, si presentatìo come decom- 
posti in unità, migliaia, milioni, ec, cioè a dire In unità 
di mille in mille volte più grandi. Quest* uso adduco 
maggiore brevità nel linguaggio; ma non ha alcuna.iii- 
fluenza sopra ì numeri scritti, sui quali si eseguiscono 
i calcolL 

Priaoìpiì deDs muneradoiic loiìttai 

10. - 1 nove primi numeri sono rappresentati da 
ligure particolari , che chiamansi cifre. Queste nove flgu- 
ve, alle quali è stata aggiunta una decima, 0, bastano 
per scrivere tutti i numeri. Per quest* oggetto si è con- 
venuto di attriboire alle cifre, oltre il loro valore asso- 
luto, im valore relativo dipendente dalla loro posizione: 
■una cifra rappresenta unità di un' ordire indicato dar 
posto che occupa comincÌ(mdo dalla deatra, cioè a dire 
che rappresenta unitii semplici quando non è preceduta 
t1a alcun' altra; decine, se ha una cifra olla sua destra; 
centinaia se ne ha due, ec. 

Esempio. Nel numero i738 la cifra 8 rappresenta 
unità semplici, 3 decine, 7 centinaia e i migliaia. 

11. Osservazione. Una cifra può anche essere con- 



TRATTATO D'ARITMETICA. 



siderata come rappresenlanle unità di un ordine qua- 
lunque inreriore al suo posto , purché se ne contino dieci, 
cento, mille,...., volte pi», se sono dieci, cento, mil- 
le,.,., volte minori. Cosi, per esempio, 3 seguito da cin- 
que altre cifre esprime egualmente 3 cenliDaia di mi- 
gliaia, 30 decine di migliaia, 300 miglialB, 3000 cecU- 
naia, 30000 decine, ovvero 300000 unitii. 

i% Dalla conveazìone che precede, si deducono le' 
due regole seguenti, che costìtuiscoao la numerazione 
scruta. 

I&egola per leggere att aainero saritto. 

Quando il numero non ha più di quattro cifre, sì 
enunciano successivamente le differenti cifre, indicando 
il nome delle unità che rappresentano. 

EsEBiPio. ZiSkt tremila quattrocento cinquanta 
quattro. 

Quando ha più di quattro cifre^ si decompone in 
grappi di tre cifre coniinciando dalla destra, avvertendo 
che l' ultimo può contenere una o due cifre. 

Il primo gruppo rappresenta allora unità semplici, 
il secondo migliaia, il terzo milioni, il quarto bilioni, ec; 
si leggono successivamente i numeri formali dall'in- 
sieme delle tre cifre di uno stesso gruppo, facendo se- 
guire questa lettura dall' indicazione della specie di unitii 
rappresentata dai gruppi, (o) 

(a) Rotando lempre nel mcilnimo listcìaa di Dunieraiioue decimale la- 
Iiini ipartiicono i nomcti in giuppi di sei ciTie, invece dì Ire. Cosi ai gruppi di 

migliaia, decinedi mialÌ3Ìa,cenUiiaia dimisbaia. 

Esempio. — Il numero 23,TS iiUli,OJ iiOS,3002S5 col metodo accennalo 
li pcrfuQÙa ! iienli tre trilioni, selleccria ottanla qiiittira nula cinquecento sci 
bilioni, trtala quattro mila duecento ulto milioni, li-,:ienlo novanta mila duc- 
ceiOo tessanta cinque: mfntre colmetudo cspoalo ntl icalo sileugcicLbe £3 qiù'i- 
liUatit, 1%\ quadrilioni, 60S trilioni, 034 biliani, 30» milioni,'à2<S mila, 365 T. 
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Esempio. Il numero 3ei.^ll,893{S14, si legge: 31 bi- 
;jonf, 211 milioni, 893 mila, 514 unità. 

Kegola pflt forivere nn numero «nuneiato» 

13. n DUmero essendo decomposto, come nella nu- 
merazione parlata, in unità semplici, migliaia, milioni, 
bilioni, ec, si scriTono l nameri di ciascuna di queste 
noità alla destra gli ani degli altri cominciando da quelli 
dell' ordine più elevato, e terminando con le unitÀ sem- 
plici. Fa d* uopo aver cura che eìascnno di qneati nu- 
mwi di unità abbia precisamente tre cifre, e porre 
quindi dei seri alla sinistra di quelli che sono espressi 
con una o due cifre. Se un gruppo di unità mancasse 
completamente, bisognerebbe porre tre zeri nel posto 
delle tre cifre che gli corrispondono, affinchè le cifre po- 
ste a sinistra conservino il valore relativo che debbono 
avere. 

ESEJiFio. Settecento quaranta tre milioni, novanta 
nove unità, si scrivono: 743,000.099. Si scrivono tre 
zeri nel posto delle migliaia che mancano, e 099 in \ece 
di 99 pel gruppo delle uniti, affinchè questo grappo con- 
tenga tre cifre. 

ìk. Si vede che il nostro sistèma di numerazione 
consiste essenzialmente nella decomposizione dei uumerì 
ìq diverse parti, che tutte derivano semplicemente dal- 
l' unità principale, ciò che permette di fard più facilmente 
una idea del loro valore. Ma questo vantaggio è solamente 
secondario, ed un altro ben più importante si renderà 
manifesto a misura che avanzeremo nello studio dell' 
aritmetica. Vedremo che nella soluzione della maggior 
parte delle quisfioni di aritmetica si opera separatamente 
sopra ciascuna di queste parti invece di'operare imme- 
diatamente sul numero slesso. (Nota A in fondo al voi.). 
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I. Si scriva la serie naturale dei numeri senza separare 
!c differenli cifre. Cercare la 73892"'"" cifra di quesla serio, 

II. Provare ciie il numero che esprime quante cifre vi 
sono nella serio naturale ilei numeri, dopo l' unità sino a un 

numero di cui lutto le cifre Eono dei e,(ld99999 ba per 

aftìma cifra un 9 precedalo da un certo nnmero dì 8, i quali 
sUiml sono precedali da nn tal namero di unità qnaalì 8 ri 
sono alla fina destra. Per esempio, il namero di cifre che si 
deve scrivere per fare la tavola dei primi 99 samerì -4*469; 
per i.999 primi ve ne bieognano 2889; per i primi 9999, 
388Mee. 

ili. Gon«deriamo dne nnmeri qnalanqDe, i e 2 per 
esempio, e formiamo una serie di numeri tali che ciascuno 
sia eguale alla somma dei due precedenti, cioè a dire ope- 
riamo nel modo segnenic; 1 e 2 fanno 3; 2 e 3 fanno S; 
3 e S fanno 8; fi e 8 fanno 13, ce; provare che continnando 
indefinitamente, vi saranno sempre quattro numeri di que- 
sta serie almeno, e cinque al più, che avranno nn dato nu- 
mero di cifre. 

IV. Una lotteria si compone di 200 numeri, si posseg- 
gono solamente i numeri 0, 1, 2, 3, i, S, Q, 7, 8, 9. Come 
procedere per fare l' estrazione? 

V. Si posseggono cinque pesi di un grammo, cinque di 
dieci grammi, cinque di cento grammi, cinque di mille gram- 
mi, cinque di dieci mila grammi ec. Mostrare che si può pe- 
sare mediante una bilancia un oggetto ì! coi peso è un nu- 
mero qualunque di grammi. 
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ADDIZIONE. 
OcGniiìonei 

15. L' addizione consiste nella rioaione di due o 
i)wU« quantità della stessa specie ia una sola. In aritme- 
tica queste quantità soilo rappresentate da numeri, e 
■ V addiziona ha per oggetto di trovare il numero che 

esprime la loro riunione, ovvero la loro Bomma. 

L'addizione s'indica col segno ~h. 

Esempio. 5+7 sigiiiGca 5 più 7. 

Per aggiungere (iue numeri, è inulile conoscere la 
specie delle unifà c!ie rapprcKcnlano, ma è suflìciente sa- 
pere che queste unità sono le stesse. Cosi, dicendo: sede 
c ire fanno dieci, si esprime ad una volta che: sette me- 
tri e tre metri fanno dicci metri, sette case e tre case 
fanno dieci case, selle centinaia e tre centinaia fanno 
dieci centinaia. 

£ indispensabile sapere che i numeri astratti non 
rappresentano nulla per loro stessi; e che operando so- 
pra essi s' intende aolameote che 1s specie delle unità 
che rappresentano non è ancora fissata, ma potrà es- 
serlo nlleriormeate in un modo arbitrario. 

Addizione dei numeri di una «ola cifrai 

16. Per eseguire un'addizione, fa d'uopo sapere 
aggiungere i numeri di una sola cifra. Non vi sono re- 
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gole per trovare ì resultali di queste semplici operazioni 
che è mestieri apprendere a memoria. Si può ottenerli 
facilmeute coataado sulle proprie dita. Non insisto sopra 
questo metodo conosciuto da tatti, e del quale ben po- 
etai hanno bisogno di fare uso. 

Vrìnoipio sul quale riposa la teorìa dell' addiiione> 

17. L'addiziono di due numeri qualunque si riduce 
all'addizione dei numeri mlDori dì dieci, mediante il 
principio seguente: 

Per addizionare due numeri, ti pud, dopo mmli 
decomposti in molle parti, aggtimgere to un ordine 
gualtingiie queste parti le une alle altre, e riunire le 
somme che ne risultano. In elTutlo è evidente che il ri- 
sultato cosi ottenuto conterrà tutte le parti dei due nu- 
meri, e sarà per conseguenza la loro somma. 

AddiiioiM di dutt nnoMn» 

18. Siano da addizionare i due numeri 1W1 e 3952, 

7847 
8952 
11799 

Questi due numeri possono essere decomposti ciascuno 
in quattro parti: unità, decine, centinaia, migliaia; e 
si potrà, secondo il principio precedente, aggiungere se- 
paratamente le unità dello stesso ordine e riunire ì re- 
sultati parziali. 

Si dirà? e 2 fanno 9; 9 può essere scritto imme- 
diatamente come cifra delle unità, giacché le operazioni 
seguenti forniranno unità di ordine superiore, e non po- 
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tranoo, per conseguenza, modiDcare la cifra delle aaìlb. 
semplici. 

4 decine e 5 decine faano 9 decine; si può, per una 
donile ragione, scrivere 9 come cifra delle dedoe. 

8 eeotlnaia e 9 ceoUnaia foano 17 centlDala, cioè a 
dire un migliaio più 7 ceatinaia; b1 può scrivere 7 coma 
cifra delle ceDlìnaia e aggiungere il migliuo alla som- 
rha delle migliaia. 

7 migliaia e tre migliaia fanno 10 migliaia, più 
quello olleiiulo innanzi, avremo 11 migliaia, cioè a dire 
una decina di migliaia e un migliaio; le cifre corrispon- 
denti a questi due ordini di unità sodo, per conseguenza, 
1' uno e l' altro eguale a 1, e la somma domandata 
è 11799. 

Uq ragionamento analogo potrà farsi in ciascun 
caso; quindi si lia la regola seguente: 

Per eseguire l' addizione di due numeri, si scri- 
vono V uno al disotto dell' altro in modo che le unità 
dello stesso ordine si corrispondano. Si aggiungano dap- 
prima le cifre delle unità; se guesta iomma non è mag- 
giore di 9 , si scrive al risultato di wi essa è la cifra 
delle wiità! se supera 9, si scrivono le sole mità e si 
porta una decina per unirla alla Somma ottenuta me- 
diante l'addizione delle cifre delle decine.SÌ contima al 
modostesso addisionando sempre le unità dello stess'or- 
dine nei due numeri sino a quelle dell' ordine più ele- 
vato, la cui somma, aggiunta a ciò chièsi è Riportato 
precedentemente, si scrive come si è tifata. 

Se uno dei due numeri proposti hay-m'eno cifre del- 
l' altro, la regola precedente si applica al modo stesso, 
dovendosi solamente considerare le cifre maucanli alla 
sinistra del più piccolo numero come n^^nMe dazeri. 
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Addìtioiie dì molti numeri, 

19. Per agginngere più dì due Dumeri si procede ta 
un modo analogo e in cobformitii della regola seguente: 

Per sommare molti numeri, si serivoiio gli mi sotto 
ffli ^tri in modo che le unità dello stesi" órdine si tro~ 
vino sopra una medesima colonna verticale. Si fa la 
somma delle cifre della prima colonna a destra eh' è 
quella delle um'Ai; se questa somma non sorpassa 9, si 
scrive al risultato come cifra delle vnità. Se sorpassa 9, 
si scrivono le sole unità, e le decine si ritengono a me- 
moria per unirle alla seconda colonna, sulla quale si 
opera in un modo analogo e così di seguito sino al- 
l' ultima colonna, (a evi somma, unita a ciò che si è 
riportato prccedenicmrnte, si scrive eomc si è trovata. 
Questa regola non ei sembra aver bisogno di dimo- 
strazione; per applicarla Sa d'uopo sapere sommare 
molti numeri di una sola cifra; questa addizione si farà 
successìtamente, cioè a dire cbe sì sommeranno i due 
primi Domeri, poi il risaltato ottenuto col ferzo, e così 
di seguito. Queste operazioni sì eseguiscono ordinaria- 
mente a memoria. 

/ &i'pnvrs deU' addunane* / 

20. La rìprova'dì un' operazione è una seconda ope- 
razione che serve di riscontro alla prima. Per fare la ri- 
prova di un' addizione, sì può ricominciare l' addizione 
stessa in un altro ordine, per , esempio aggiungeodo dal 
basso io alto se la prima volta si era sommato dall' alto 
ìD basso. Se si ritrova cosi il risultato già ottenuto, si 
ha una forte ragione per crederlo esatto. 
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SOTTRAZIONE. 
DefinizIoDe. 

21. La sotirasione ha per oggetto di cercare ia dif- 
ferenza dì due quantità, 0, io altri termini, ciò che si 
deve aggiungere alla miaore dì esse per renderla eguale 
alla maggiore. Io aritmetica queste quantità sono rap- 
presentate da numeri, e la sottrazione ha per oggetto 
di trovare la differenza di due numeri. 'Per cercare la 
differenza di due -numeri, è inutile conoscere la specie 
delle unità che rappresentano; così dicendo: dodici 
meno quattro fanno otto, si esprime ad una volta che 
dodici metri meno quattro metri fanno otto metri, do- 
dici case meno rpial/ro case fanno otto casa, dodici cen- 
tinaia meno quattro centinaia fanno otto centinaia. 

La sotlraziooe s' indica col segno — , 

Esempio. 12—4 significa 12 meno 4. 

Il risultato di una sottrazione si chiama qualche 
volta resto; i due numeri sui quali si opera, vengono 
detti termini della sottrazione (a). 

Per trovar la differenza di due numeri qualunque fa 
d'uopo sapere a memoria le differenze dei numeri di una 
sola cifra, come pare la diEEerenza tra un numero di una 
sola cifra e nn numero maggiore che con lo superi di 
dieci unità. Questi risultali sono, in sostanza, identici a 
quelli che si dehbono sapere a memoria per fare le ad- 
dizioni; per esempio, sapere che 7 e 5 fanno 12 , è sapere 
che 12 meno 5 fa 7. 

Piinoipiì sui quali riposa la teoria della lottrazione. 

■ - 22. Il ragionamento che conduce alla regola di sot- 
trazione è fondato sui seguenti principj, 

(n) lì nnmtFO minore 3i niia ullmione i anche chbnnla dlmbutendQ o 
jollraendo, e il miium diailnatan o soUrettere. i 
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1" Se dm numeri sono decomposti inaino sfesso 
numero di parti, e che tutte le parti del m(Sfgiore sor- 
passino le parti eorrifpondenti del min^rh, la diffe- 
rensa dei dite tmmeri potrà ottenersi sommatilo la dif- 
fermtsa delle parti corrispondenti. 

Esempio. 8 sorpassa i di 3 unità, e 11 sorpassa 7 ~ 
di & UDità. La somma S+H sorpassa* S+T, di 3+4 o 
di 7 QDilà. 

La àiffarensa di dite numeri non cambia au- 
mentando V mo e V altro egualtnmte. 



23. I due principii precedenti appartengono a quelli 
che si renderebbero men chiari cercando spiegarli. 

Il primo basta quando tutte le cifre del numero 
maggioro sorpassano le cifre corrispondenti del minore. 
Sia in fatti da sottrarre 421103 da 78321 't; scriviamo 
questi due numeri l' uno al disolto dell' altro in guisa 
che le cifre che esprimono unità dello stese'ordioe si' 
corrispondano sopra una medesima linea vertic^e : 
783914 
42 1 1 0 3 
362 111 

si toglierà soceea^vamenfe ciascuna ciri'a del nnraero 
minore, e si otterranno le cifre della differenza, giacché 
operando a questo modo, si toglie evidentemente cia- 
scuna parte del numero minore dalla parte corrispon- 
dente del maggiore e si ritmiscono i risultati di queste 
sottrazioni. 

Allorché la condizione precedente non è soddisfatta, 
l' operazione è alquanto meno semplice ; sia da sot- 
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trarre 37S13 àà S^^^k■] scriviamo questi Oue numeri 
l' UDO al disotto dell' altro: 



(liremo". 3 unità sottraile da k unità, resta 1 unità; 
1 decina sottraila da 7 decine, restano 6 decine; 5 cen- 
tinaia da 2 centinaia non po^cm^^j^ai; aggiunge- 
remo allora 10 centinaia al nWw^^^^WW'ei e dire- 
mo; 5 centinaia da 12 centinaia restano 7 centinaia. 

Pel secondo principio, afiUichè la differenza non sia 
mutata, fa d'uopo ag^ungere 10 ceotinala o ud mi- 
glialo ai numero inferiore; quindi contianéremo l'ope- 
razione come se qnesto nomerò avesse per cirra delle 
migliaia 8. Diremo: 8 migliaia oon si possono togliere 
da i i^igliaio, dunque aggiungiamo dieci mila al qu- 
mero Boperloret e dlciamoi 8 migliaia da 11 migUaia, 
restano 3 migliaia. 

Foichè si è di nuovo aumentato il numero superio- 
re, dobbiamo aumentare d' allrettanto il numero infe- 
riore, e a quest'oggetto bastorii conliiuiare l'opera- 
zione come se ìa cifra delle decine di migliaia fosse 3. 
Questa cifra 3 lolla da 3, darà per resto 0, in guisa 
che la differenza è 3~C1. 

OssERVAzioKE. Nel ragionamento precedente ab- 
biamo supposto clic ì due numeri avessero tante cifre 
l'uno quanto I' altro; quando ciò non fosse, si rimpiaz- 
zerebbero le cifre mancanti alla sinistra del numero mi- 
nore con zeri che sarebbe anche inutile scrivere. 

Quindi potremo enunciare la regola seguente: 

^k. Per fare la sottrasime di due numeri interi 
si toHee il minw» sotto il maggiore, in guisa che le 
unità dello stes^ ordine si corrispondano, poi si toglie 



31274 
27513 



-3761 
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cittscitna cifra inferiore da quella eh' è posta al diso- 
pra, cominciando dalla destra ; se una di queste sottra- 
zioni è impossibile, si aggiungono dicci nniià alla ci- 
fra superiore, ma allora . si contìmia V opcra:^ionc come 
se la cifra seguente del numero da sottrarre fosse mag- 
giore di una unità. I risultati di queste diverse sottra- 
zioni sono le cifre della differenza cercata. 

25. Talora, per fare una sottrazione, si procede in 
un modo alquanto difTereule, al quale taluni trovano 
voDtaggjo. 

Sia dit sottrarre 27513 da 31272»: 

3 1 2 7 l 
27513 
-37 61 

se il resto fosse noto, aggiungendolo a 27513 si do- 
vrebbe ottenere 31272^; questa considerazione è suffi- 
ciente per trovare successivamente le sue dilTerenti ci- 
fre cominciando da quella delle unità. 

La cifra delle uniti aggiunta a 3 deve dare per 
somma 4 o l'*; poiché la somma non può essere li 
(giacché la cifra cercata dovrebbe essere eguale a 11), 
dev'essere h. Per conseguenza, la cifra delle unità è 
eguale a 1. 

1 e 3 fanno k ■ quindi neir addizione di 27513 col re- 
sto ignoto non si riporta nulla in questa prima operazione. 

La cifra delle decine dei resto, aggiunta a 1, deve 
dare per somma 7 o 17, e poiché la somma non può 
essere 17 (perchè altrimenti la cifra cercata dovrebb'es- 
sere eguale a 16), sarà 7 e la cifìra delle decine del 
resto è, per conseguenza, 6. 

6 e 1 fanno 7, quiadi nell' addizione di 27513 col 
resto ignoto non st riporta nulla alla terza colonna. 
. La cifra delle centii^aia del resto, aggiunta a 5, 
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deve dare per somma 2 o i2; la somma non può evi- 
denlemcDte essere eguale a 2, fa d' uopo dunque che 
sia 12 e, per conseguenza, la cifra delle centinaia è 7. 

7 e 5 ranno 12; dunque, nell' addisiODe di S7513 
col reato ignoto, si avrà 7 come cifra delle centinaia e 
si dovrà riportare un migliaio. 

La cìlìra delle migliaia del resto, aggiunta a 7 e al 
migliaio eh* è stato riportato,, deve dare per somma 
1 0 11. La somma non potendo evidentemente esaere 1, 
fa d' uopo che sia li e, per conseguenza, la ci^a delle 
migliaia è 3, 

3 e 7 fanno 10 e 1 che si è portato 11; bisognerà 
dunque, nell' addizione di 27513 col resto ignoto, porre 
3 come ciTra delle migliaia e riportare 1. 

Finalmente la cifra delle decine di migliaia del re- 
sto, aggiunta a 2, e a questa decina di migliaia che ò 
stata riportala, deve dare 3 per somma; dunque la cifra 
è 0, e il resto cercato è 3761. 

Ecco come fa d> uopo parlare eseguendo 1' opera- 
zione a questo modo: 

31274 
■27^13 
-3761 

Sei ftinno 4 (dopo aver detto ciò, si scrive la cifra 1), 
1 e 6 fanno 7 (si scrive allora la cifra 6), 5 e 7 fan- 
no 12, pongo 2 e riporto 1 (si scrive allora la cifra 7), 
7 0 1 che ho portato 8, 8 e 3, 11, pongo 1 e riporto 1 
(si scrive la cifra 3), 2 e 1 che ho portato 3, 3 e 0, 3. 
L'operazione è terminata. 

Per fare agevolmente uso di questo processo, fa 
d'uopo essere ben familiari con le addizioni dei numeri 
di una sola cifra, perche, conoscendo un d'essi eia 
somma che si vuole avere, il nome dell'altro sì prc- 
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senta subito alla mente ; è in gaesto caso solamente cbe 
si potrà addizionare il resto col dimioutore , anche pri- 
ma cbe il resto sia scrìtto. 

SrOTft della Mttttuìonea 

26. Per veriOcare una sotlrazione, fa d'uopo ag- 
giungere il resto al diminutore; ii risultato di questa ad- 
dizione dev' essere cguale-al diminuendo. 

Al modo stesso che i' addiiione serve di prova 
alla sottrazione, la sottrazione può servire di prova al- 
l' addizioae. In effetto, perchè un'addizione sìa esatta, 
^ d' uopo cbe togliendo dalla somma ottenuta uno dei 
due numeri aggiunti, si trovi l' altro per resto. 

Sottratone di ima dìBeienzna 

27. Teorema. Per togliere da un numero la diffe- 
renza di due altri, bisofjna togliere il maggiore e ag- 
giungere il minore al risullaio, 

Debbasi, per esempio, sottrarre 10—3 da 15. J-a 
diiTerenza di questi due numeri non mata (22) aggìan- 
. gendo tanto all' imo quanto all'altro 3, cioè a dire sot- 
traendo 10 da 15-r3. Quindi 

15_(10— 3)^15+3-10. 

Questa dimostrazione è generale, giacché non di- 
pende a&tto dalla scelta particolare' dei numeri 10 e 3. 

ì. Per sottrarre jlue aumeri l' ano dall' altro, per esem- 
pio, 7S32Ì da 92M3, si può procedere nel modo seguente: 
92i43 
78324 
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Operaie come se sì trattasse di una addizione, sosliluonilo 
alla cifra delle unità del diminulore ciò ciie le numca per 
essere eguale a dieci, e alle altre le loro «lifTcrenze da no- 
ve, e sopprimeado dal resultato la cifra 1 che si trova ne- 
cessariameute alla sinistra. Cosi, nell' esempio precedente, 
si dirà 6 e 3 fanno 9; ? e 4, 11, scrivo 1 e riporto 1; 6 e 1, 7, 
e 1 riportato, 8; 1 e 2, 3; 2 e 9, 11 che scrivo, e cancello, 
seeond» la regima, l'ullinaa cifra 1. 

IL Vex aggiungere dne numeri, si pnò procedere come- 
se ri tnUaase dì usa Boltcasione, sosUtneDdo alla cifra delle 
DDÌIà dì DUO dei numeri ciò che le manca per essere eguale 
a 10, e alle altre, ciò che manca loro per essere eguali a 9, 
e uimenlando il secondo Damerò di una unità dell' ordine 
immeditiamenle superiore a quello che esprìme l' nllima ci- 
fra del primo. Cosi, per aggiungere 37S2 e 8796, si toglierà 
1204 da 13752. 

IH- Quando si aggiungono molti numeri, la somma delle 
cifre del resultato è superala dalla somma totale delle cifre 
dei numeri aggiunti, di un numero esatlo di volle 9. 

IV. Aggiungendo ¥r somma di due numeri alla loro 
dilTerenza, si ottiene per resullalo il doppio dd masgiore; e 
togliendo la dilVereiiza di due immori dalla loro somma, si oi- 
lieue per rt;su!lalij il ilo]>])io del minore. 

V. Tioviiro Iru numeri tali cbe la somma dei due primi 
sia 12, quella dei due ultimi 16, e quella del primo e del- 
l' ultimo 14. 

VI. Provare che aggiungendo 11 a un numero, la dif- 
ferenza tra la somma delle cifre di posto impari cominciando 
dalla destra, e la sonritaa delle cifré di posto pari, non può 
essere cambiata che di no numero esatto di volte 11, ed enu- 
merare 1 differenti casi che possono presentarsi. 

VII. La produzione del ferro fuso in Francia, è stata 
nel iS'ìT, di quintali ihelrici. Inoltre si é importato 



Dal Belgio. 



36891S 
17329 
7738 



Dall'Inghilterra. 
Dalla Germania. 
Dalla Svizzera. . 
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Dalla Sardegna. 
Da diversi paesi. 



Finalmenle si sono impiegali 4-53,190 quintali melrici di 
reccliio ferro fuso. V esporlaz.iorii si elevano a -iCC quinlali 
luelriei; il resto ii sialo impiegalo in Francia, una parie alla 
fabbricazione del ferro e dell' acciajo, l' altra al modellameli Io 
di diversi oggetti. Sapendo che 1817147 quinlali metrici hanno 
servito a quest' ultimo oggetto, trovare il peso del ferro fìtso 
impiegato alla fabbricazione del ferro e dell' acciajo. 

Vili, n consamo del carbone di terra in Francia è 
stalo nello slesao anno, di 66088848 quintali metrici. Dì 
questi 44693420 provengono da mine indigene. Sapendo ohe 
si sono esportali If 43192 quintali metrici, trovare la qoan- 
tilà cbe ci è stala fornita dai paesi stranieri. [H Belgio e la 
Gran-Brettagna.) 

IX. Il nomerò ddle nasi^te in Francia è, annnahnfflite, 
dì 498012 maschi e 468342 femmine; il nnmero dei morti 
è di 3S8024 pel sesso mascolino e 389482 pel sesso femmi- 
nile; qaal'è l'aomento annoale di popolazione dell'ano e 
r altro sesso? 

X. Il nomerò delle nascite è stalo per i maschi, net 1811, 
di 468523; il nomerò dei giovani chiamali pel recinlamento 
del 1832, fa di 284101, qaal'è il nomerò di qnelli morti 
prima di aver raggiunta l' età di 2i anno? 
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DeBnizioDÌi 

28. Allorché una quantità si ripete un numero in- 
tero di volte, si dice che si moltiplica per questo nu- 
mero intero. La quantità riceve allora il nome di mal' 
tipticando, e il resultalo è il suo prodotto pel numero 
intero cbe ha servito da moltiplicatore. 

Esempio. Cinque volte 12 mesi, ovvero 60 mesi, è 
il prodotto del moltiplicando 12 mesi, pel moltiplicatore 
cinque. 

. ID Aritmetica il moltiplicando è rappresentato da 
na numero, e ti cerca il numero cbe rappresenta il pro- 
dotto. Il moltiplicando e il moltiplicatore sì chiamano i 
fattori del prodotto; si dice anche che il prodotto è un 
multiplo del moltiplicando; in generale, chìamansì 
multipli di un numero, o 6i una quantità, i prodotti 
ottenuti moltiplicando questo numero, questa quantità, 
per un numero intero qualunque. 

Esempio. 1 multipli di 3 sono 3, 6, 9, 12, 15, 
18, ec, cioè a dire, una volta 3, due volte 3, tre vol- 
te 3, ec. La moltiplicazione s'indica col segno X- 

Esempio. 5X7, si legge: 5 moltiplicato per 1. 

28'. I multipli di un numero, per esempio, '^ 3, si 
possono rappresentare in generale con «»X3» essendo 
m un numero intero qualunque. Spesso ci gioveremo 
delle lettere dell' alfabeto per esprimere i numeri; ciò 
apporta molta semplicità nelle dimostrazioDì. 
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Tavola di moltiplioBiioDei 



29. Per eseguire una moltiplicazione , fa d' uopo 
conoscere i prodoUi formati da due numeri di una sola 
cifra: questi prodotti si trovano nella tavola seguente, 
neir incontro delle colonne orizzontali e verticali, al 
principio delle quali i fattori sono scritti. 

Ciascuno dei numeri che si trovano in una colonna 
verticale di questa tavola si ottiene aggiungendo al pre- 
cedente quello che comincia la colonna, cosi di que- 
si' ultimo si forma successivamente il doppio, il triplo, 
il quadruplo, etc. Questi resultati debbono impararsi a 
memoria, chè sarebbe impossibile eseguire i calcoli se 
bisognasse ricorrere alla tavola ogni volta che si deb- 
bono moltiplicare due numeri di una sola cifra. 
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Prinoipj mi quali riposa la moltiplicaiione. 

30. Se il moltiplicando è la somma di molti nu- 
meri, si otterrà il prodotto, moltiplicando successiva- 
mente ciascun d' essi pel moltiplioftiore e aggiungendo 
i resultati. 

Sia da moltiplicare 2+4+7 per 3. Giovandosi del- 
l' osservazione che la molUplicazione è una addizione 
di numeri ugnali, le seguenti eguaglianze sono evidenti: 
/ ' < a 2 3- 
[2-l-i^-7)X3 — 2-i-4-i--rf-i-2+4-i--W2-v-4H-7 

31. Se il moltiplicatore è la somma di molti nu- 
meri, si otterrà il prodotto , moltiplicando successiva- 
mente il moltiplicando per ciascun d' essi e aggiun- 
gendo i resultati. 

Giaccliè si potrà, per esempio, ripetere un numero 
diciassette volte, ripetendolo dapprima dieci volte e po- 
scia selle volte. 

Esempio. 8 essendo eguale a 5 pi£t 3, 8 volte 9 è 
evidentemente eguale a 5 volte 9 più 3 volte 9. In ef- 
fetto si può verificare che, 

72 — 45+27. 

32. Il prodotto dì due Tìiimeri interi non cambia 
invertendo i fattori. 

Siano i fattori 5 e 3; fa d' uopo provare che 5 volle 
3 è uguale a 3 volte 5. Pel primo principio (30) si 

3X5 = (1+1+J)X5 - 5+5+5 = 3X3 : 

quealoj eguaglianza dimostra il terzo principio. 

33. Per moltiplicare un numero intero per 




24 



TRATTATO D'ARITMETICA. 



100, 1000 ec, basta scrivere uno, due, tre,,., zeri 
alla sua destra. 

In effiitto è evidente che operando a questo modo 
Pi renderà il valore rappresentato da ciascuna cifra, 10, 
100, 1000 . . , volte più grande. 

Esempio. Il prodotto di 3752 per 100000 è 375200000. 



UolttpUauioit» dì un numoro qualunque per tu moltìpUsatoiB 
di ODB sola oifra. 

3!^'. Sia da moltiplicare 7-283 per 5. 

II numero 7283 ai può considerare come la somma 
di 3 onità piili 8 decine più % centinaia più 1 migliaia; 
quindi (30) bisogna ripetere cinque volte ciascuna di 
queste parti; ciò ohe può effettuarsi agevolmente me- 
diante la tavola della mtdtiplicaidoae. In effetto: 

5 volte 3 unità fanno 15 unità. 

5 volte S decine fanno hXì decine. 

5 volte 2 centinaia fanno 10 centinaia. 

5 volte 7 migliaia fanno 35 migliaia. 

Nella pratica si aggiungono questi prodotti parziali 
a misura che si ottengono. Cosi nelì' esempio prece- 
dente si dirà : 

7283 
5 

36415 

5 volte 3 unità, 15 unità; si pongono 5 unità e si ri- 
porta una decina. 5 volle 8 decine, (»0 decine, e la de- 
cina del prodotto precedente, 61 decine; d scrive una 
decina e si portano & centinaia, 5 volte 2 centinaia, 
10 centinaia e A- riportate, 14 centinaia; si scrivono 
yi'.. h centinaia e si porla 1 migliaio. 5 volte 7 migliaia, 
15 migliaia e 1 riportato, 36 migliaia, che SÌ scrivono 
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alla siaìBtra delle tre prime cifre ottenate, ciò che dii 
per prodotto 36415. 



35. Abbiasi da molliplicare 7283 per 500. Si ha. 

7283X500 = 7283X(5+5-i-5^r, ); 

il 5 contenuto nella parentesi dev^ essere ripetuto cento 
volle; quindi 

7283X500 = 7283X5|f-7283X5l{-7283X5-4.-...,, , 
ripetuto cento volte; cioè a dire lo b 

7283X500 = 3Qjll5X100 = 3641500. 
Possiamo dunque enunciare la regola seguente. 

Per moltiplicare un numero gualunguo pet una 
cifra significativa seguita da uno o più zeri^ si molti' 
plica per questa cifra, considerata come rappresentante 
wnitàsemplicit e si scrivono alla destra del prodotto tatti} 
seri gumti ve ne sono alla destra del moltiplieatore. 

Uolt^hrazione di due numeri qualunque* 

■36. Sia da moltiplicare 375 per 286. Per ripetere 
375, 286 volle, basta (31) ripeterlo successivamente 
G volte, 80 volte e 200 volte, ed aggiungere i resultati. 
Ciascuna di queste moltiplicazioni parziali rientra in 
uno dei due casi precedenti e non richiede nuove spie- 
gazioni; possiEimo quindi enunciare la regola seguente. 

Per fare il prodotto di due numeri in^i, si mol- 
tiplica successivamente il moltiplicando per daseuna 
delle cifre del moltiplicatore, e si aggiungono i resul- 
tati, dopo aver posto alla destra di ciascuno di mi 
un numero di seri eguale al numero delle cifì-e che 
preeedom il moltiplicatore da cui proviene. 
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Nella pralica si fa a meno di scrivere gli zeri, li- 
mitandosi a dare alle cifre dei prodotti parziali, il posto 
che occuperebbero dopo l'addiaioce di queali zeri 

EsEHPlo: 

286 
3350 

Vw^ 30 0 0 

750 
107250 

Prodotti di molti (bttorì. 

37. Per fere il prodotto di molti fattori, basta mol- 
tiplicare i due primi, il resultato ottenuto pel terzo, 
gaeato resaltato pel qaarto, e cosi ffi seguito. 

EsEUFio. 2X3X^X^X6 signiGca: fl prodotto di 
2 per 3, che è 6, moltiplicalo per 5, dà 30; poscia il 
resultato per k dà 120, e inOoe quest' ultimo resultato 
per 6, dà m 

^adrati « polenMi 

38. Il prodotto di un numero per sè Blesao si chia- 
ma il suo quadrato o la sua potenza seconda. Se il nu- 
mero è preso 3 volte come fattore, il prodotto si chiama 
cubo 0 tersa potenza; in generate se an numero si 
prende It, 5, 6, . . . volte come fiitttore, il prodotto si 
chiama gumia, attinto, leita, . . . potenza di questo 
numero. 

Esempio. Nel nostro sistema di namerazioae, le 

unità dei diversi ordini, dieci, cento, mille, ec, sono le 
potenze.delta base dieci. 

scrivere una potenza di un numero, si scrive al 
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(li sopra di esso il numero di volte che deve essere preso 
come fattore, il qual numero si chiama 1' esponente della 
potenza. 

Esempio. 10',signiflca 10 a cubo, o 1000; 3 è l'espo- 
nente. 

Teoremi relativi alla multiplic aziona 
39^|g||j|^J^{7n prodotto non cambia inver- 

Comecchè la ^V^l^^kne di questo teorema sia 
stata giA dala (.32) pel cnsoÈtoe fattori, noi la ripro- 
duciamo, a fine di riunire tu^niò che è relativo a 
questa importante proposi zione.w» 

1" C/i prodotto di due faimx non cambia inver- 
tendo i fattori. ^ * 

Siano i fatttjj'i 5 e 3; fa d' uopfi provare che 5 volte 3 
è eguale a 3 volte 5. i 

Si ha: 

3X5 = (l+l-i-l)X5~5-f5+5= 5X3. 

2° Un prodotto non cambia invertendo i due primi 
fattori. 

Sia, in elTettn, il prodotto oX^X^X^: fa ^' uopo 
provare che è uguale a TX^X^X^- Ora per cffcituare 
la prima operazione bisogna moltiplicare 5 per 7, il 
prodotto per 8 e il nuovo prodotto per 9, Per effettuare 
la seconda bisogna moltiplicare 7 per 5, il prodotto 
per 8 e il nuovo prodotto per 9; ciò ch'è assolutamente 
la medesima cosa, poiché cinque moltiplicato per sette 
è uguale a sette molliplicato per cinque. 

3° Unjìrodolto di tre fattori non cambia invertendo 
i due ultimi. 

Sia il prodotto 12X5X3; bisogna provare che è 
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' Uguale a 12X3XS> Ciò risulta ancora dal teorema rela- 
Jivo al COBO di due fattori^ ìa virtù, del qaale 5X3 è 

eguale a 3X5; in effetto questa eguaglianza sigDiQca 
che iSe volle 5 mità valgono 5 volte 3 unità. La parola 
unità iodicando qui una grandezza affatto arbitraria, po- 
tremo prendere per essa una collezione di dodici oggetti, 
0 una dosziiia; e per conseguenza 

3 volte cinque dozzine valgono 5 volte 3 dozzine; 
ciò cb' è (a traduzione in lingaaggioArdinario dell' egua- 
glianza che vogliamo provare, 

12X5X3 = 12X3X5; 
giacché, il primo membro di questa eguaglianza espri- 
me cinque dozzine ripetute tre volte, e il secondo tre 
doEzine ripetute cinque volte (a). 

Un pronto non cambia invertendo i due ulti- 
mi fattori. 

Si ha il prodotto 3X7X8X9X5X*; bisogna pro- 
vare ohe è uguale a 3X7X8X9XttX5. 

Per formare questi due prodotti, bisognerebbe co- 
minciare, nei due casi, dal moltiplicare 3 per il pro- 
dotto per 8 e il nuovo prodotto per 9. Senza effettuare 
queste operazioni, indichiamone il resultato con una let- 
tera P; per compiere il primo prodotto , fa d' uopo mol- 
tiplicare i* per 5 e il prodotto per 4; per compiere il 
secondo bisogna moltiplicare i> per e il prodotto per 5, 
g:ió eh' è la medesima cosa, poiché, ìa virtù del teore- 
ma precedente si ha 

i»X5X4=i'X4X5. 

5°' Un prodotto non camitìa invertendo dm fattori 
consecutivi. 

(a) Quello teortmapuò dim astraisi ancora nelscguenle modo: 
12X3X» = 12X(>-1-1-H1X» = (12->-12+<2)XS 

... = i2Xi-i-iax|i-<-i2X» = laxsxs. T- 



Digilized by Google 



CAPITOLO ni. , 29 

Sia il prodotto 3X5X7X9X11X4X5X6- Fa 
d'uopopro¥areclieèaguaiea3X5X'?X9X^XllX5X6. 
Secondo la proposizione precedente si ha 

3X5X7X9X11X4 = 3X5X7X9X4X11.- 

Se questi due numeri eguali si moltiplicano per 5 e 1 
resaltati ottenuti per 6, ì prodotti saranno evidentemente 
eguali, e per conseguenza 

3X5X7X9X"X4X5X6-3X5X7X9X11X4X5X6: 
ciò che bisognava dimostrare. 

6. Dimostriamo in fine che in un prodotto di molti 
fattori, sipuò cambiare inun modo qualunque V ordine 
de' fattori sensa alterare il valore del prodotto. ' 

È permesso (5°) invertire due fattori consecutivi. Ora 
mediante una serie d'inversioni di questo genere, si po- 
tranno ridurre i fattori a succedersi in quell'ordine che 
si vorrà. In elfelto, si potrà scegliere uno qualunque tra 
essi e condurlo al primo posto mutandolo successiva- 
mente con quelli cbe si troveranno alla saa sinistra. Ciò 
fatto, si potrà scegliere un secondo e condurlo al modo 
stesso al eecondo posto, poi un terzo, cbe si farà per- 
venire al terzo posto, e cosi di seguito, sino a obesi tro- 
vino posti nell' ordine assegnato. 

hO. Teoreha n. Per moltiplieare un mmero pel 
prodotto di molli fattori, si può moltiplicarlo successi- 
vamente per questi diversi fattori. 

Sia da moltiplicare il numero 13 pel prodot- 
, to ax^X^i che è uguale a 30; si ha 
' 13X30 = 30X13. 

Nei prodotto 30X1^) si può rim]TÌnTTnn' 30 con 
2X3X5;" giacché, per definiKione , per effettuare 
2X3X5X1^1 bisognerà dapprima formare il prodot- 
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to 2X^^ ovvero 30, e moltiplicarlo per 13; si ha 
dunque 

30X18 =2X3X5X13i 
ovvero, cambiàndo l' ordine dei fattori nel secondo 

membro, 

30X13 = 13X2X3X5! 

ciò cbe bisognava dimostrare. 

■ 41. Osservazione I. Per moltiplicare un prodotto 
per un numero, basta moltiplicare uno dei, suoi fattori^ 
per questo numero. Abbiamo veduto in effetto che 

(2X3X6)X13 = 13X2X3X5. 
Ha il secondo membro può scriversi 
. . (13X2)X3X5, 
e, per cooseguenEa, per moltiplicare il prodotto 2X3X5 
per 13, è stato sbfBciente moltiplicare uno dei sufri" fat- 
tori per 13. 

62. Qssgtazioue II. Si può moltiplicare «ti prò- 
daUo per un altro prodotto, formando vn prodótto 
unico eoi fattori del moltiplicando e gmlli del molti- 
pUeatore. 

Sia da moltiplicare SXTX* pw SX^X»- 
Per moltiplicare on numero pel prodotto 8XSX3, 
basta (40) moltiplicarlo successivamente per ciascuno 
dei fàtlori di questo prodotto, si ba dunque 

(5X7Xi)X(8X5X3) = (5X7X'')X8X5X3 y 
la parentesi nel secondo membro non mutando in nulla 
le operazioni indicate , si può sopprimerla e scrivere 

(5X7XS)X(8X5X3) = 5X7X4X8X8X3t 
ciò cbe bisognava dimostrare. ' 



Digilized Dy Google 



CAPITOLO m. 51 

La dimoslrazione precedente è fondata su ciò che 
l' espressione (5X7X'«')X8X5X3 ha assolutamente Io 
stesso significato avanti e do^o la Boppressione della pa- 
reoteù; non sarà inutile iDsistere su questo particcdare. 

^ (5X7X*>X8X5X3 ' 

significa il {RÙotfo effettuato, SX'^X^i moltiplicato 
per 8, poscia (n'esultato per 5^ poscia infine il resultato 

per 3. 

5X7X4X8X5X3, 

significa, 5 moltiplicalo per 7, il resultato moltiplicato 
per b (dò che dà U prodotto Sy^^y^k)^ poscia il resul- 
tato per 8, poi il nuovo resaltato per 5, e infine 1* ulti- 
mo resultato per^ Si- vede che le due operaùoni sono' 
identicamente le stesse. 

&3. OssERTAZiOKG III. /r ufl prodotfo si paò rim- 
piaszare un numero qualunque di fattori pel loro pro- 
dotto effettuato. 

l' ordine dei fattori potendo essere qualunqne, sup- 
poniamo che quelli di cui si tratta siano i primi: allora 
è evidente che le operazioni da fare non mutano rim- 
piazzando questi fattori pel loro prodotta effettuato. Cosi, 
per esempio, sostituendo al prodotto SX^X^X^SX*! 
l' altro 315X13Xlli (315 è ugnalo a fiX'XS), noQ si 
altera in verun conto l' t^erazione da eseguire. Giacché 
per effettuare il prodotto proposto fa d' uopo per definì- 
zione, moltiplicare 6 per 7, poi i{ prodotto per 9, ciò 
'che dà 315; -poscia questo numero 315 si deve molti- 
plicare-per 13 e il risultato per 11; operazione che equi- 
vale a quella di formare il prodotto 315X1^^'* 

SA. Osservazione IY. Par moUipUeare due pò- 
tenze di uno stem numero, è tuffleiente aggiungere i 
loro esponenti. 
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Si debba moUiplicare 2' per 2*, cioè a dire 2X2X2 
per 2X2X^X2 ; P«r quest' oggetto basterà (Osserva- 
zione II) formare un prodotto unico coi fattori del mòl- 
tiplicaDdo e quelli del moltiplicatore. Ora questo pro- 
dotto è 2X2X2X2X2X2X2 ovvero 2\ 

45. Osservazione V. Per moltiplicare due numeri 
terminati da seri, si possono sopprimere questi seri, 
far poscia la mltipUea&iom e ^giungere alla dettra 
del prodotto tanti seri guanti ne contettgono i due 
fattori. . * , 

Sia da moltiplicare 378000 per 2700 cioè a dire 
378X10* per 27X10', si ha, 

(378X10')X(27X10') = 378X1 0'X27X10' 
= 378X27X10'X10' = 378X27X10' 

10' essendo eguale a 100,000 si vede (33) che per for- 
mare il prodotto richiesto, c sufTicicntc moltiplicare 378 
per 27 ed aggiungere 5 zeii al resultato. 

Mottiplic azione di una somma per una sommai 

46. Sia da moltiplicare &-^5r per 74-5- Bisogna ri- 
petere il moltiplicando 7+5 volte, ciò che può farsi ri- 
petendolo 7 volte, poi 5 volte, e aggiungendo 1 resul- 
tati. Ma per moltiplicare una somma 94-4, basta mol- 
tiplicare ciascuna delire parti (30); dunque il prodotto 
richiesto si compone m^ volte 9, pifl 7 volte li-, più 5 
volle 9, pili 5 volte mmà '^^^ scrivesi cosi 

(9+Ii)X(7+5) *X7-i-4X7+9X5+4X5. 

Quindi, ^er moltipliaÈre una somma per una somma, fa 
d' uopo moltiplicarewaseuna delle parti del moltipli- 
cando per ciascuna delle parti del moltipUeatore e ag- 
giungere i resultati. 
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Uoltiplicotione di nna dìfferema per dh numero qaaliinqne< 

47. Proponiamoci di moltiplicare la differenza 17—4 
per 5; ciò è Io stesso (32) che moltiplicare 5 per il—k. 
Ma per questo oggetto, basta ripeterlo 17 volto, poi 
& volte, e togliere i resultali ; quiadi 

(17-4)X5 — 17X5-4X5; 
dunque, per moltiplicare wna differenza per un nw 
mero qualunque, basta moltiplicare i suoi due ter' 
mini per questo numero. 

ApPLicAziom:. Sia da moltiplicare 7997 per 8, si ha 
7997 = 8000—3. 

Per conseguenza 

7997X8- (80pO-3JX8= 6!i000-24= 63976. 

47'. Quello teorema può dimostrarsi ancora nel 
seguente modo. 
É chiaro che 

5X07-4) = 5Xi3. 
Orasi ha , 

5X17= 5X(lìf+4) = 5X13+5X4; 

ma da due numeri eguali si può togliere uno stesso nu- 
mero senza che si alteri 1' eguaglianza; quindi togliendo 
dai due membri dell' ultima eguaglianza 5X4, avremo 

5X17-5X4 = 5X1 3 5X(n-4). 
E in generale, facendo b—c = d, si lia 
«X(*~c) — «X(?» 

c 

aX6 = ay^d-hayj:; 
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da cui 

hi". In virtù ài quest'ultimo teorema e dei pria- 
cipj fondamentali della moltipIicaziDoe (30, 31), si vede 
cbe all' espressione 

5X9-5X6+5X12-6X7 
ai può darè<r altra forma, floveate più utile, 

/ BX(9-6+12— 7). 
Infatti quesf ultima espressàoae pa6 scriversi ancora nel 
seguente modo 

5X(9+12-6-7) = 5X[{9+12)-(6+7)] ; 
ho scritto (9-f 12) e (6+7) per significare che bisogna 
fare prima la somma di 9 e 12 , poi' la somma di 6 e % 
e quindi sottrarre dalla prima somma là seconda. 
Ora per l'ultimo teorema si ha 
5X[(9+12)-(6+7)l =: 5X(9+12)-5X(G+7) - 
^ 5X9+5X12-5X6-SX7, 
risultato affatto identico all' espressione proposta. 

Wnmero delle cifro di un pM>dottoi> 

&B. I^OREMA III. /; numero delle cifre «H un pro- 
dotto di due fattori è uguale alla somma del numero 
delle cifre del moltiplicando $ del numero delle cifre 
del moltiplicatore od a questa somma dimtmita di una 
•unità. 

Supponiamo, per esempio, che il molliplicalore ab- 
bi^et cifre. Esso è per lo meoo eguale all' unità seguita 
,:j5ciB^e zeri e minore dell' unità seguita da sei zeri, 
il prodotto è dunque almeno eguale (33) al moltiplicando 
seguito da cinque zeri, e minore del moltiplicando se- 
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guito da sei zeri; esso ha per consegQmza un numero 
di cirre maggiore di quello del moltipUcaodo di cinque 
almeno e di sei al piìi. 

48'. V ordine 'delle unità del prodotto è lo stesso 
che quello delle unità del moltiplicanào. 

Inratti si ha 

2100X3 — 24X100X3 = 24X3X100 = 72X100; 

dunque il moltiplicando 24 centinaia rjpelato 3 volte, 
dà per prodotto 72 centinaia. 

Metodo «l)br«Tiata per fan 1« niohìpGoaxton«> 

49. Per moltiplicure doo nomerì si fa spesso uso di 
un processo che permette di scrivere immedialamente il 
prodotto definitivo, sema formare i procioni parziali in- 
termedi. 

Abbiasi per esempio da moltipìicare 375 per 286; 
bisogna, secondo la regola esposta inoanzi, moltiplicare 
successi varaen te il moliplicando per 6, per 80, e per 200, 
e, per quest'oggetto, si debbono moltipìicare successi- 
vamente per ciascuno di questi tre numeri, le tre parli 
300, 70 e 5 di cui si compone il moltiplicando. Quindi 
hiiiogna eseguire, in tutto, nove moltiplicazioni parziali, 
cioè, quelle dei tre moltiplicandi 300, 70 e 5, pei tre 
molliplicatori 200, 80, 6. A tal floe basterà (45) mollì- 
plicare 3, 7 e 5 per 2, 8 e 6, scrivendo alla destra di 
ciascun prodotto, tanti zeri goanli ve ne dovevano es- 
sere dopo i due fattori moltiplicati, cioè a dire, un nn- 
mero di zeri eguale al numero delle cifre poeto innanii 
ad esM nei duo nameffi proposti. (Covandosi di quest'os- 
servazione è molto fft^Ue formare successivamente ì pro- 
dotti che rappresentano unità eempiici, quelli che rap- 
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presentano decine, quelli che rappresenUino centi- 
naia, ec, e di aggiungerli a misura che si otteagono. 
Co^ Dell' esempio che consideriamo: 
375 

* ' 286 
107250 

è chiaro che tra i nove prodotti die dobbiamo rorniare, 
un solo può rappresentare unità semplici, ed è quello 
delle unità del moltiplicando per le onit& del moltiplica' 
tore.' 6 volle 5 lìinno 30. .La cifra delle unità del pro- 
dotto è dunque 0 e dobbiamo riportare tre decine. Bue 
dei prodotti parziali rappresentano decine, e sono le 
unità moltiplicate per le decine, e le decine moltiplicate 
per le unità. 7 volte 6, 42; 8 volte 5,&0; 40 e Af fanno 82 
e 3 decine che sono state riportate 85 decine^ la cifra 
delle decine è dunque 5, e si debbono riportare 8 cen- 
tinaia. 

Tre dei prodotti pnrKiali rappresentano ccnlinala, e 
sono le unità moltiplicate per le centinaia, le decine per 
le decine e le centinaia per le unità. 6 volle 3 fanno 18; 
8 volte 7, 56; 2 volte 5, 10; 10, 56 e 18 fanno S-'i- e 8 
centinaia riportale 02. Dunque la cifra delle centinaia 
è 2, e fa d' uopo riportare 9 migliaia. 

Due dei prodotti parziali rappresentano migliala, c 
SODO le decine moltiplicate per le centinaia e le cenli- 
naia moltiplicate per le decine, 8 volte 3 fanno 24, 
2 volte 7 fanno 14; 14 e 24 fanno 38 e 9 riportate 47, 
dunque la cifra delle migliaia è 7 , e bisogna riportare 
4 decine di migliaia. . "' . 

Ca solo prodotto dà decine di migliaia, é^d & quello 
delle' centinaia per le centinaia. 2 volte 3 fanno 6, e 4- 
riportate 10, quindi la cifra delie d^Ioe di migliaia è 0, 
e resta un centinaio di migliaia. 



CAPITOLO iir. 



37 



Osservazione. È sempre agevole trovare tutti i 
prodotti che rappresentano unità di un dato ordine. A 
quest'oggetto si comÌacÌer& dal cercare quello tra essi 
che corrisponde alle unità le più elevate nel moltipli- 
cando; tutte le altre si otterranno poscia osservando 
che V ordine delle unità rappresentate dal prodotto non 
muta avanzando ad una voltai di un posto verso la de- 
stra nel moltiplicando e di un posto verso la sinfstra 
nel moltiplicatore. 

Sia, per esempio, da moltiplicare 78321Ì per 
291573; cerchiamo i prodotti parziali che rappresentano 
decine di miiloni. Le unità più elevate del moltiplicando 
sono centinaia dì migliaia; per avere decine di milioni, 
fa d' uopo moìtiplicarle per centinaia ; quindi il primo dei 
prodotti domandatiè 5X7.G1Ì altri sono 1X8,9X3,2X2; 
e la loro somma 35+8-f-27-i-i è uguale a 74. Però non 
bisogna concbiudere che, nel prodotto, la cifra delle de- 
cine di milioni sia 4, giacché i milioni hanno dato della 
altre decine. 

Cercbiamo ancora i prodotti parziali che, nella 
moltiplicazione proposta, danno delle decine di migliaia; 
quello fra questi prodotti che corrisponde alle più aite- 
unità possìbili del moltiplicando, è il prodotto delle de- 
cine di migliaia del moltiplicando per le unità del molti- 
plicatore, cioè a dire, 8X3, gli altri sono 8X7) 2X5). 
1X1.4X9. 

JEseret^l, 

1. In Francia il consamo medio annuale per abitante, è 
di 167li(rtdi grano, 69lilri di fino, 21879' grammi di carne, 
G62S grammi di sale c 3G48 grammi di zacohero. 

Dedarre da queste cifra il cousamo totale, sapponendo 
il nomerò degli abitanti di 3423(>l78. 
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II. Un namwo (erminato da S, ba il suo quadralo (er- 
tainato da 2S. 

III. La_diffeteDiB delle qoarte polente ^ dne mmeri 
non termiDati nò da o né da S, termina con ona di queste 
due oiflre. 

IV. n prodotto di diie nomeri,compresi tra S e 10, si pnò 
trovare nel modo segaonte: Gbiadere nella mano sinistra 
tante dita qoanle anilà mancano al moltiplicando perchè ri- 
solti ngoale a 10, e ndla mano destra tante quante ne man- 
cano al moltiplicatore; fare il prodotto di qorali doe numeri 
di dita, e i^ginngerle (ante decine quante dita sono rimaste 
non chiose. 

V. Date due serie di numeri, che ne conlengnno fanlo 
l' ona quanto l' altra, in quiile ordine fa d' uopo disporle per- 
chè la somma dei prodotti oltenull, molliplicauJo ì numtìri 
corrispondenli , sìa la muggiore possibile? 

VI. Si prenda un numero qualunque di cifre. Si raddoppi 
la prima, si agginoga fi al risullato, e si moltiplichi la 
somma per H; al prodollo cosi olLenulo si aggiunga la se- 
conda cifra, poscia si moltiplichi per 10; si aggiunga al pru- 
(lotto la terza cifrai si moltiplichi ancora per iO e si ag- 
giunga la quarta; così di seguilo indeQoilameate. Provaro 
che il risultalo cosi ottonalo, diminuito di 25 o di 230, u 

di 2300 , secondo il numero delle cifre date, sarà uguale 

al numero formiilo da queste cifre, scritte nell'ordine noi 
quale erano state poste. 

VII. A & S S 

SI segnino sopra una retta A B dne punti A e S, e si 
misari questa linea e le ane differenti parli: provare che si 
avrà sempre 

iAB)X(nS)MAR)X[BS) = (AS}X{BR), 

(AB), [RS), {AB), [BS], {ÀS}, {BR), indicando i nuniL-ri 
che uiisurano queste diCTereoli lìnee. 

Esempio. AB = tOO, AR = 20, BS^iO, BS^'iO. 
100X10-(-20X10 = fioxso- 
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Vili. Il prfidoUo della somma di due numeri per la loro 
differenza è uguale alla differenza dei loro quadrali. 

IX. Dedurre dal teorema precedente che, data la som- 
ma di due Dumeri, il loro prodotto è il massimo possibile 
quando sono eguali. 

X. Dato il prodotto di due numeri, la loro somma é la 
mìnima possìbile se sono eguali: mostrare l' identità di questa 
proposizione con la precedente. 

\I. La somma dei quadrali di due numeri è maggiore 
del doppio del loro prodotto. 

XII. Il prodotto dei numeri interi dopo un limile qua- 
Inaqne n, sino al numero 2n — 2 inferiore di due nnìlà al 
doppio di n, è aguale al prodotto dei numeri impari da 1 «no 
a an— 3, per la potenza (n~1)"'''^ di a. 

XUL Qoal' i il valore del rame i^odotto in Francia da- 
raote l'anno 1847, sapendo che il quintale di rame vale Sii 
franchi, e che si sono fabbricali 312 q^intaK con minerali 
indìgeni e 6108 con minerali stranieri? 

^IV. In Francia si sono ftbbrhMli, nel 1847, lffr41ll 
qninlali di (farro ftiso negli ali! braelU al ooka Qanh sono 
BtaU il peso e il valore del o<^ brniiiato, sapendo che si 
consamano 171 chilogrammi di coke per qoinlale ^ forre 
Riso ottennio, e che il press» medio di cento chUegrammi 
di coke i di 215 o«Ltesiail2 
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niTiMom DEI minRi infiniti. 



DefiDÌiioDÌi 

50. La parola divisiono esprime Icltcralmente ridu- 
zione ia più parti. Dividere una grandezza per un nu- 
mero intero vale lo stesso.che decomporla in tante parti 
eguali, quante ,unità vi séno in questo numero, e valu- 
tare una di queste parti. In aritmetica, la grandezza da 
dividere è rappresentata da no numero che, io questa 
capitolo, Bapporremo intero; questo numero si chiama 
dividendo; quello ohe esprime in quante parti eguali 
si divide, chiamasi divifore, e il valore di una delle 
parti dioesi quoziente. L* oggetto delta divisione è di tro- 
vare il qaodente, dati che siano il dividendo e il divisore. 

La divisione s' indica col segno ; 
Esempio. 8;f^ si legge, 8 diviso per 3, 

51, Non sempre è possìbile trovare un quoziente in- 
tero; in questo caso ci limiteremo, per ora, a curcare il 
più gran numero intero che vi è contenuto, rinviando la 
sua valutaiione esatta alla teorica delle fra?.Ioni. Se si con- 
sidera questa parte intera del quoziente come ottenuta 
dal dividere una parte del dividendo, il resto è ia parte 

.non divisa. Per esempio, nella divisione di 10 per 4, la 
parte intera del quoziente, che è 2, potendosi considerar^ 
come ottenuto dalla divisione di S per 4, ne segue che 
il resto è due nnilà. 

62. Ossgrtazioue I: R resto di ma divisione è 
sempre minore del divisore, giacché, se ciò non fosse. 
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dividendolo per questo divEsore, si otterrebbe almeno 
una nnova i]Dit& da aggiungere alla parie intera del 
quoziente. Cosi, non sarebbe conforme alle definizioni 
precedenti dire cbe 18 diviso per 5 dà per quoziente 2 
e per resto 8 unità; giacché 5 di queste 8 unità, divise 
per 5, danno per quoziente un' unità cbe fa d' uopo ag- 
giungere alle altre due: si deve dire dunque cbe il quo- 
ziente è 3 ed il resto 3. 

■ 53, OssERvAZiosE II, La riduzione di una grandezza 
in parti eguali non è il solo genere di quialioni che con- 
duca a fare delle divisioni. Questa operazione si presenta 
ancbe quando, per confrontare due grandezze, si cerca 
quante volte 1' una contiene 1' altra; allorché le due gran- 
dezze sono espresse mediante numeri, è facile mostrare 
che questo paragone torna alla divisione di due numeri. 

Siano i numeri k6 e 7. Il quoziente della loro divi- 
sione è 6, e ii resto &, cioè a dire cbe &6 si compone 
di on nutnero che contiene Bette parti eguali a 6, e di 
& unità. Ha un numero che contiene sette parli eguali 
a 6, è uguEtle a sette volte sei o (32) a sei volte sette; 
qidndi 46 contiene sei volte il divisore 7, e inoltre 4 uni- 
tà; in gniaa cbe cercando quante volte 46 contiene 7, si 
troverà lo stesso numero intero 6, che prendendo il set- 
timo di 46, e resterà la stessa parte del dividendo, eguale 
a 4 unità, di cui la divisione non può effettuarsi in nu- 
meri interi. 

Quest' osservazione prova che si può considerare la 
divisione come avente per oggetto di cercare quante 
volte il dividendo contiene il divisore; il resto è allora 
ciò che rimane del dividendo, quando se n' è tolto il di- 
visore tante volte quanto è possibile. Da ciò risulta, che 
il prodotto del divisore per la parie intera del quo- 
ziente è il massimo multiplo del divisore che sia con- 
tenuto mi dividendo. 
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Osservazione. Se la lunghezza dei calcoli non fosse 
un ostacolo, il quoziente della divisione di due oumcri 
si otterrebbe facilmente mercè le operazioni precedenti. 

Abbiasi da dividere 28 per 8; il quoziente può otte- 
nersi ia tre modi: 

1« Mediante l' addidone. ÀggiQDgendo 8 a sà stesso 
si riconosce che 8+8+8=21^, e fr+«-h84-8=:3ai 
28 contiene quindi 8 più di S volte, e meno di & wìie. 
Il qnoriente cIìb cerca è per ccnaegueoza 3^ e il resto 
è k eccesso ài 918 sopra 24. 

2" Mediante la sottrazione. Togliendo 8 da 28 tante 
volte quant'è possibile, si riconosce che vi è contenuto 
soltanto 3 volte. 

28-j-8 = 20, 20—8 = 12, 12-8 = 4. 

38 contiene quindi 3 volte 8, e il resto 4. 

3° Mediante la moltiplicazione. Moltiplicando suc- 
cessivamente 8 pei numeri 1,2, 3, ec; si trovano per 
prodotti, 8, 16, 24, 32. 11 più grande di questi numeri 
che sia contenuto in 2S è 24 o 3 volte 8; i! quozienteè 
per conset;ueiua 3. 

Quindi 1' oggetto di questo capitolo non è solamente '' 
di dare un processo per effettuare la divisione, ma di far 
conoscere una regola comoda e pratica. 

54. Da ciò che precede apparisce che è sempre 
facile decidere se il quoziente di due dati numeri è mag*^ 
giore 0 minore di qq terzo numero. 

Siano i numeri 63724 e 453: 

Cerchiamo se il qooaiente della loro divisione su- 
pera 135. Si tratta di sapere se 6372& contiene ^iù o 
meno di 135 volte il divisore 453; cioè a dire, ee il di- 
videndo 6 maggiore o minore di 453X195; effettuando 
il prodotto si trova 
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ma C3721 supera 01155, quindi il quoziente è maggiore 
di 135. Si vede anche die 135 dob è la sua parte intera, 
giacché l' eccesso dì 63724< sopra 61155 è 2569 che con- 
tiene accora molle volte 453. 

Omo Hmplìoe delU diviiionea 

65. Per fare ana divisione qualunque, è atile saper 
risolvere la quistione seguente : 

Trovare la parie intera del guosiente di una di- 
visione quando questa parte intera ha una sola cifra. 

Distingueremo tre casi: 

1° Il divisore ha una sola cifra. 

La tavola di moltiplicazione insegna, in questo caso, 
qual'è il massimo multiplo M dWiaore obe ò contenuto 
nel dividendo, e, per coiiseguenza (53), ocmoscere la 
parte intera del quoziente. 

EsEiviFio. 77 diviso per 9 dà per quoziente 8, giac- 
ché il massimo multiplo di 9 contenuto in è 72 OT- 
vero 9X8. Il resto è 5. 

2° Il divisore è composto di una cifra seguila da 
molti seri. 

Debbasi, per esempio, dividere 37857 per 5000. Il 
dividendo si compone di d? migliaia e di 857 anit&; óra 
questa seconda parte non contiene ipigliaìa, quindi il 
quoziente della divisione di 37857 per 5000 non può 
provenire che dalla divisione delle 37 migliaia del divi- 
dendo per le 5 migliaia del divisore, o, ciò eh' è lo stes- 
so , di 37 per 5. Quindi potremo dire in generale : Quando 
il divisore è composto di una cifra seguita da molti zeri, 
per trovare la parte intera del quoziente, si possono 
sopprimere questi zeri, ed un egual numero dì cifre del 
dividendo. 

Esempio. Sia da dividere 78^17 per 90000, la 
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parte intera del quoziente è la stessa dì quella del quo- 
ziente di 7S per 9, e per conseguenza, eguale a'8. 
3° // divisore è un numero gualvngve. 
Dalla semplice ispezione del dividendo e del divi- 
sore si desame agevolmente, se il quoziente è minore 
di 10; giacché per questo oggetto, è necessario e suffi- 
ciente ette il dividendo non contenga 10 volte il divisore, 
cioè a dire che sia minore del risultato ollenuto, scri- 
vendo uno zero alla destra del divisore. 

Esempio. 37892 diviso per'3814, darà un quoziente 
minore di 10, giacché 37892 è minore di 38140. 

Poiché il quoziente deve essere minore di 10, si 
potrebbe trovarlo moltipìicando il divisore pei nume- 
ri 1, 2, 3, 4, ec; e Fermandosi tosto che due prodotti 
compreDderaero tra loro il dividendo; sia per esempio 
da dividere 117 per 23, si ha 

1X23 = 23 

2X23 = 46 

3X23 = 69 

4X23 = 92 

5X23=115 

6X23 = 138, 

117 è dunque compreso tra 6 volte 23 e 6 volte 23, e 
per conseguenza (52), il guoùente richiesto ha 5 per 
parte intera. 

Qaesto processo noq sarà mai troppo lango, poiché 
si dovranno Tare al più 9 piccole moltiplicazioni; tutta- 
via è utile abbreviarlo. Ciò si ottiene giovandosi della 
seguente osservazione. 

La cifra che più influisce sul valore del divisore è la 
prima alla sua sinistra. Se dunque si sostituiscono tutte 
le altre con zeri, si avrà un quoziente che poco diOe- 
risce dal vero e, molto facile ad ottenere. 
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Questo primo valore approssimato del quoziente, 
può essere maggiore ma non minore del vero. Giac- 
ché, sostituendo degli zeri a tulle le cirro del divisore, 
«ccettuata la prima, si diminuisce quest'ultimo e sì au- 
menta evidentemente ii quoziente, in guisa che la parte 
intera può qu alcbe volta rRstarB la stessaf ma non può, 
in DiuD modo, aamoD! « B ?McuDÌ tentativi permetteraimo 

10 ciascun case di trovare se la cifra ottenuta è mag- 
giore, e quante unità d'uopo togiierle. 

EsEnmo. Si debba dividere 4573 per 7ffiì; si divi- 
<derà dapprima 4573 per 700. La parte intera del quo- 
ziente è la mede^ma (55, a**) di qoelta della divisione 
di 45 per 7, ed è quindi eguale a 6. Dunque la parte in- 
tera del quoziente cercato è uguale o mÌnore>di 6; per 
sperimentare questa cifra 6, si moltiplicherà il divisore 
pei numeri 6, 5, 4, „,., sino a che si trovi un prodotto 
che sia contenuto nel dividendo. 782 moltiplicato per 6 
dà per prodotto 4G92 che è maggiore del dividendo. Ma 

11 prodolto per 5 è 3910, minore di 4573, dunque il di- 
videndo contiene 5 volte il divisore, ma non Io contiene 
6 volle, e la parte intera del quoziente è per conse 
guenza uguale a 5. 

56. Osservazione. Sostituendo tutte le cifre del di- 
visore, eccettuala la prima, con zeri, si ottiene un li- 
mite superiore del quoziente: in un modo analogo può 
ottenersi un limite inferiore. Biprendiamo in effetto 
l'esempio precedente. Invece di sostituire 700 al divi- 
sore 7^, gli si sostituisca 800; la parte intera del quo- 
ziente della divisione di 4OT3 per 800 è la stessa <55,a") 
di quella della divisione di 45 per 8, ed è quindi eguale 
a 5; ma sostituendo 800 al divisore, abbiamo aumen- 
tato il suo valore, e per conseguenza diminuito quello 
del quoziente; dunque la parte intera di quest'ultimo 
non può essere minore di 5, cioè a dire che è 5 almeno. 
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Talune volte l' osservazione precedente permette di 
determinare esattamente la parte intera del quoziente. Sia 
per eaerapio da dividere 6378 per 875 ; sostituendo 800 
al dìviaore, la parte intera del qaozieDte è (56,a°) la 
medesima di qnella della ^visitma di 63 per 8, all'è 7j 
dongoe la parie intera del quoziente cercato è 7 al ptò. 
Sostitnoido 900itl divisore, la parte intera del quoziente 
è la stessa di qn^a della divisione di 63 per 9 , cioè a 
dire ancora uguale 1; la parte intera del quoziente 
cercato è dunque 7 almeno. Non potendo essere nè mag- 
giore né minore di 7, dev' essere necessariamente 7. 

Vinrioae di éaa Dumeti interi .qtwhuiqiie. 

57. Allorquando il qaoriente e maggiore di iO, si 
comporrà di più cifre che fa d'uopo trovare saocessiva 
mente. 

La ricerca della prima cirra si psolve nelle due qui- 
stìoni seguenti : 1° Cercare l' ordine delle unità rappre- 
sentate dalla prima cifra del quoziente, 2* cercare il va- 
lore di questa prima cifra. 

Debbasi dividere 859^14 per 

Per trovare Pordine dèlie unità più elevate del quo- 
ziente, geriamo alla sinistra del dividendi» tante elfrs 
qiKuite sono nerassarie per formare xm numero com- 
preso fVa ì) divteore e il suo dècuplo. Questo numero, che 
nel caso attuale.sarà 859, rappresentando decine di mi- 
gliaia, dico che la prima cifra del quoziente rappresen- 
terà anche decine di migliaia, o in altri termini, che il 
quoziente è maggiore (il diecimila, e minore di centomila. 

1° Jl quoziente è maggiore di 10000, giacché il di- 
videndo contenendo 859 decine di migliala, à maggiore 
di 2'i'7 decine di nigtòtìa, doè a dire di diecimila volte 
il divisore. 
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2° Il quoziente è minore di 100000, giacché il di- 
videndo conlenendo solamente 85 centinaia di migliaia, 
è minore 2^7 cenlinaia di migliaia, cioè a dire di ceato- 
mila volte il divisore. 

Questo ragionamento è evideotemeote geobrale, e 
conduce alla regola seguente; 

Separando alla sinistra del dividendo tante cifre 
quante sono necessarie per formare uri numero maggiore 
del divisore e minore del suo decuplo, la prima cifra 
del quoziente rappresenta unità del medesimo ordine 
del numero formato da queste cifre. 

58. Adesso bisogm trovare il valore della prima 
cifra del qnoziflQtfl, che eapitiamo rapiH'eaeDtare decine 
di mi^iaia. 

Là qmsUoDB da risolvei è U segaoite: 

Quante decine di migliaia vi ìqdo nel quo^nte 
della divisone di 859321& per 2lt7? Ovvero ancora, che 
è Io Blesso (53), goal' è 11 massimo numero di decine 
di ni^ialB cbe moltiplicato per .2^7, dia un prodotto 
inreriore a 8593211»? Il prodotto di un numero di decine, 
di migliaia per 247 non potendo dare che decine di mi- 
gliaia, è chiaro che le cifre 3214 che rappresentano 
unità d'ordine inferiore non hanno alcuna iDDueazasul 
prodotto io questione, che dev'essere tutto al più eguale 
a 859 decine di migliaia. Dunque la prima cifra del quo- 
ziente, è il massimo numero che moltiplicato per 247 
dà un prodotto inferiore o uguale a 859; per conse- 
guenza (53) esso é la parte intera d£t quoziente dèlia 
divisione di 859 per S&-7. 

Il raglonametito è eTideotenaflote geueriale e con- 
duce Alia regola seguente: 

Laprima cifra del guosiente è data dalla divisione 
del numero ehe st è separalo alla ainittra del dividendo 
pel divisore. 
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Dividendo 859 per come si è detto (55), si 
trova 3 per quoziente. Dunque il quoziente cercato con- 
tiene 3 decine di migliaia. 

59. Osservazione. 11 numero 859 che sì separa alla 
sinistra del dividendo, per dividerlo pel divisore, si chia- 
ma dividendo parziale. Un dividendo parziale è sempre 
maggiore del divisore e minore del suo decuplo; e può 
avere tante cifre quante ne ha il divisore, o una di più. 

60. 11 dividendo può considerarsi come composto di 
"ìkl decine di migliaia , prodotto dì 247 per 3 decine dì 
migliaia, e dell' eccesso del dividendo sopra questo nu- 
mero. Le 3 decine di migliaia che abbiamo trovate 
innanzi, rappresentano il quoziente della divisione di 
74.1 decine di migliaia per 247; se dunque togliamo 
da 8593214, 741 decine di migliaia, dividendo il resto 
per 247, si otterrà il numero che deve completare 1 
quoziente, cioè a dire, il numero formato dall'insieme 
delle cifre ancora ignote. 

Il ragionamento è evidentemente generalo'e con- 
duce alla regola seguente; 

Moltiplicando il divisore pel numero che rappre~ 
senta la prima cifra del quoziente, e togliendo il prò- 
dotto dal dividendo, il resto di questa sotlrasione dt- 
viso pel divisore darà l' insieme delle altre cifre del 
gnosiente. 

OssEBTAZiOHE. Per moltiplicare 247 per 30000, 
basta evidentemente moltiplicarlo per tre, e scrivere 
quattro zeri alla destra del prodotto; qnindi la sottra- 
zione si farà togliendo 247 moltiplicato per 3 decine di 
migliaia, o 741 decine di migliaia, dalle 859 decine di 
migliaia del dividendo, e scrivendo, in seguito al resto, 
le altre cifre del dividendo. 

Togliere da 859 il prodotto di 247 per 3, significa 
cercare il resto della divisione di 859 per 247, che ha 
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somminisirala ]a prima cifra del quoziente; dunque bi- 
sogna scrivere alla destra del resto di questa divisione 
le ultime cilVe del dividendo. 

11 numero cosi ottenuto, diviso pel divisore, darà 
r insieme delle altre cifre del quoziente. 

61. I teoremi precedenti permettono di effettuare 
una divisione qualunque, giacché danno il mezzo di 
trovare la prima cifra del quoziente e riducono la ri- 
cerca di tolte le altre ad mia nuova divisione. Appli- 
candoli a questa seconda divisione, si troverà tma se- 
conda cifra del quoElenle, e si ridarr&la ricerca di tutte 
le altre ad una terza divisione; quest* ultima darà una 
terza cifra del quoziente ec Dunque slamo condotti alla 
regola seguente: 

. 1" P&r dividere V uno per V altro due numeri in- 
teri, si separano alla sinistra del dividendo tante cifre 
gitante sono necessarie per formare un numero mag- 
giore del divisore ma minore del suo decuplo; divi- 
dendo questo mimerò pel divisore, si ottiene la prima 
cifra del quoziente, che rappresenta wiilà dello stesso 
ordine di questo primo dividendo parziale. 

Questa prima parte della regola, risulta dai teoremi 
dimostrati (57, 58), 

2° Si calcola il resto della divisione che ha fornito 
la prima cifra del guosieniOt e si scrivono alla sua 
destra le altre cifre del dividendo; il numero così 
fbrmatOf diviso pel divisore, darà le altre ei^e del 
guosiente. 

Questa seconda parte della regola risalta dal teore- 
ma dimostrato (60). 

3° Applicando a questa nuova divisione le regole 
enunciate, si otterrà la prima cifra del nuovo quoziente 
che è, in generale, la seconda del quoziente cercato, 
te altre saranno date da una terza divisione. 
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Questa terza parte deUa regola non ha bisogno di 
dimoslrazìoDe. 

ta cifra fornila da (]ueEla nuova divisione sarà la 
seconda allora soltanto quando le miilà clie esprime sono 
di ìxa ordine irnmediatamenle inferiore a quelle ciie rap- 
presenta la prima cifra; quando ciò non avvenisse, bi- 
sognerebbe poi'rc tra Cise uno o molti zeri. Questa cir- 
costanea si prcsentcrii quando, per formare il secondo 
dividendo parziale, facesse d'uopo aggiungere più di' 
una nuova cifra alla dilTerenza fra il primo dividendo 
parziale e iì prodotto del divisore per la prima cifra del 
qaoiieiite. É chiaro in effetto, che io goeato caso le 
unità espresse dal eectmdo dividendo parziala, non sa- 
ranno di un ordine immediatamente inferiore a quelle 
clie rappresenta il pflnio. 

k', Sieonitnuaagtiettottiodo ^noaeàe sioiknaa 
■un dieideado ainore del ^visore; guetto divid^ado è 
il resto dell' operaiione, , 

Giacché questo dividendo diviso pel divisore non 
darebbe una sola nuova unità da aggiungere al quo- 
ziente; esso sarà dunque il reslo. Se 1' ultima cifra olte- 
outa non esprimesse unità semplici, bisognerebbe scri- 
vere -alla sua destra uno e più zeri, per toJe acquistare 
il valore che deve avere. 

Maniera di ditpoR* 1* opwadoiMa 

62. Per fare una divisione si scrivono il divìdendo 
e il divisore sopra una medeBima linea oriisootale, si 
separano mediante una linea verticale, e ^ lira una li< 
nea sotto il divisore. Ciò ibttft, si separa ochi una vir- 
gola il primo dividendo parèiale, e &i scrive provilsa- 
riamente, come prima cifra del quoziente, il resultato- 
approssimalo oLteout» nei mpdo detto innanzi <S5}. Si 
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moltiplica questa prima cifra pel divisore, e si toglie n 
prodotto dal primo dividendo parziale. Se questa sottra- 
ùaaa mn paò eSéttaarsi, ù dimìDoisce la cilVa scritta 
al qaozìente sino a che U eoo prodotto pel divisore sia 
minore del dìTldendo parziale ; si fa allora la sottrazione 
senza scrivere il prodotto medesimo, togliendo le sue 
diverse citte a misura cbe si ottengono. Alla destra del 
resto si scrive la prima delle cifre del dividendo non 
impiegate, o, se ciò ò necessario, le due prime, le tre 

prime, cifre non ancora adoperate, in modo da 

formare un secondo dividendo parziale dei divisore. 
Questo dividendo parziale diviso pel divisore dà una se- 
conda cifra del quoziente. Si continua al modo stesso 
sino a cbe si ottenga un dividendo parziale, minore del 
divisore e clie esprima imìtà semplici. 

I calcoli deila divisione di 8593214 per 2t»7', «1 toam 
nel modo seguente: 

859,3214 I 247 
1183 I 3479U 
19 52 
2231 
8% 

Si separa alla sinistra del dividendo il nomerò 859 

maggiore del divisore, e si divide per 247. Secondo la re- 
gola (55) bisognerebbe provare la cifra 4, ma si riconosce 
a prima vista che è troppo grande; si scrive dunque 3 al 
quoziente. Si moltiplica 3 per 247 e si toglie il prodotto 
da 859, il resto è 118. Alla sua destra si scrive la prima 
delle rimanenti cifre del dividendo, e si forma il divi- 
dendo parziale 1183 cbe fa d'uopo dividere per 247. 
Dividendo li per 2, si ha per quoziente 5, ma si vede 
che il prodotto di 247 per 5 non può togliersi da 1183; 
dunque 6 à troppo grande, e bisogna provar 4. Togliendo 
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da 1183 il prodotto di 2^7 per ^, si trova per resto lOS; 
alla sua deatra si scrive, la prima delle rimanenti cifre 
del dividendo, e si forma il dividendo parziale 1952, che 
bisogna dividere per ikl. Dividendo 19 per 2 si lia per 
quoziente 9; quindi bisognerebbe (55) provare la cifra 9 , 
ma è facile vedere che è troppo grande, e cbe lo stesso 
accade della ci^a8.Si toglie dunque da lO^itprodotto 
di 24? per il resto è 233; alla sua deatra si scrive la 
prima delle rimaneoti cifre del dividendo, e si fìirma il 
dividendo parlale ^1 eh' è mestieri dividere per 247. 
Il 2 è contenuto 11 volte nel 22; quindi siamo condotti 
a porre nel qnoiiente la cifra 9 che è la vera, giacché 
Il ano prodotto per 22t7 pub togliersi da 223, e lascia 
per resto 8. Alla destra di questo resto si scrive l' ultima 
cifra del dividendo, e si forma cosi il dividendo par- 
ziale 8i che non può dividersi per 21-7, ed è per conse- 
guenza il resto dell' operazione; ma fa d' uopo porre uno 
zero alla destra della cifra 9, perchè questa cifra rap- 
preaenta decine come il dividendo parziale 2231 da cui 
proviene. 

Consideriamo ancora 1' esempio seguente nel quale 
il quoziente contiene molte volte la cifra 0. 
Sia da dividersi 1054854 per 351. 

1054854 I 351 h 
1854 3005 f 
99 ^ ■ 

Si separa alla sinistra del dividend^ numero 1054 
maggiore del divisore, e si divide ^ 351, Il quo- 
ziente (55) non può superare il quoziaSte della divisione 
di 10 per 3, cioè a dire 3; proviamMumque la cifra 3; 
Il prodotto di 3 per 351 è 1053, mi«re di 1054. la ci- 
fra 3 è dunque la vera e il resto di questa prima divi- 
sione parziale è 1 , eccesso di 1054 su 1053. Alla destra 



DigilizedbyCougli: 



CAPITOLO IV. 



53 



di 1 scrivo le cil^ del dividendo; o per ottenere un 
secondo dividendo parziale superiore a 351, debbo pren- 
dere tutto il numero 1851, il quale rappresentando unità 
semplici, mentre il dividendo precedente 1054 rappre- 
senta migliaia, bisognerà porre due zeri nel quoziente 
tra le cifre date da queste divisioni. Per dividere 185'f 
per 351, eÌ dividerà (55) 18 per 3, e si otterrà G per li- 
mite superiore del quoziente, poi dividendo 18 per ì si 
otterrà k per limite inferiore del quoziente; dunque il 
quoziente è 5 o G. Il prodotto di G per 351 ò 2100, 
numero superiore a 185i, 6 è dunque troppo grande. 
Il prodotto di 5 per 351 è 1755, numero minore di 1854, 
dunque la cifra 5 è la vera. 11 quoziente cercato è dun- 
que 3005, e il resto è 99, eccesso di 1854 su 1755, 

63*. Quando il quoziente di una divisione deve avere 
un gran numero di cifre, si rende 1' operazione più fa- 
cile e speditiva Tormando una tavola dei prodotti dei di- 
visore per i nove primi numeri. 

Esempio. Debbasi dividere .31^i5^Ì6^5^Q323 , 
per ^8^8. L' operazione si dispone nel seguente modo : 
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91^159265358919323 
286&7883 



27680445 
2546478Ì 
22150613 
19098588 
30580265 
28647882 
19323738 
19098588 



22516097 

22281686 
2.33&1193 
22281686 

10595072 
0549294 
10457783 
. 95<t929l 



1 3183098 


1 9 


369607073 


1 


3183098 


2 


6366196 


3 


9549294 


4 


12732392 


5 




6 


19098588 




22281680 


8 


25464784 


9 


28647882 



Vnmero delle oìfre del qiiot!ente> 

6'». L' ordine delle uotlà rappresentate dalla prima 
rìTra del quoziente essendo conosciuto sin dal principio 
dell'operazione, si saprà immediatamente in ogni caso 
particolare quante cifre deve avere il quoziente. Infatti 
è chiaro che avrà due cifre, se-la sua prima cifra rap- 
presenta decine, tre se rappresenta centinaia, ec. Ma vi 
ha in oltre una regola generale che è bene conoscere. 

Il fluuwro delle cifre del quoziente è la differenza 
ira il numero delle cifre del dividendo e il iiumero 



Digilìzed by Coo 



CAPITOLO IT. 



SS 



delle cifre del divisore, o questa differenza aumentata 
di tim unità. 

La prima cirra del quoziente rappresesta infatti 
unità del medesimo ordine^ del primo dividendo parziale, 
quindi l' ultima cifra del dividendo parzialé e la prima 
del quoziente saranno seguite da uno' stesso namaro di 
cifre. ' " 

Ora, il primo diTidendo parziale può «ven {S9) 
tante dfre quante' ne ha il divisore, o una di più. Nel 
primo caso il numero delle cifre cbe seguono il primo 
divfdmdo parziale, e per' conseguenza, il namero di 
qn^eche seguono la prinìa cifra del quoziente,.è uguale 
alla dUEBrenza tra il numero della cifra del dividendo e 
il numero delle cifre del divisore; nel secondo caso 'è 
uguale a quesfa differenza diminuita ài un' uniti. 

Il numero totale delle cifre'del guoziènte, compresa 
lapriìtia, ò dunque, nel primo caso, superiore di un' unità, 
e, nel secondo, eguale a questa differenza: ciò che è 
precisamente la proposizione enunciata. 

Esempio. Sia da dividersi 3753821 per 457. 

Il primo dividendo parziale essendo 37^, la prima 
cifra del quoziente esprimerà unità del medesimo ordine 
della cifra 3 del dividendo ; «ss^ sarà dunque seguita da 
tra cifre, ed il gaosioit^ airà per-amsegueoza quattro 
cifre. 

Metodo per pravars le cifre dd )|iioiIcnte> 

65. Abbiam veduto che ciascuna cifra del quodente 
si ottiene mediante una .>divisiODe paniate di cui il quo- 
ziente è minore di 10, 

Per fare queste divisioni parziali si comincia (55, 56) 
dal cercare due limiti del quoziente, uno inferiore, l' al- 
tro superiore; e le cifre comprese tra questi limili si 
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provano moltiplicandole pel divisore e cercando la mag- 
giore di quelle che danao un prodotto inferiore al di- 
videndo parziale. Vi ha un altro processo jquasi sempre 
più agevole, che dichiareremo coji wa esempio. 

Sia da dividere il dividendo parziale 1853 per 393. 

n quozieole è (55) unaHelle tre cifre 6, 5 o É '6 
se 392 è minore della sesta parte di 18à3. Ora la ricerca 
di questa sesta parte è facUissima, e si fa nel seguente 
modo. La sesta parte di 18, è 3 senza resto; la sesta 
parte di 5 è 0 con un avanzo di 5j qui è inutile conti- 
iiuare, giacché il quoziente cominciando con 30, è mi- 
nore di 392; quindi la cifra 6 è da rigettare. U quoziente 
è 5, se 392 è minore della quinta parte di 1853; ora la 
quinta parte di 18 è 3, con un avanzo di 3, la quinta 
parie di 35 è 7 ; è inutile continuare perchè il quoziente 
cominciando con 37 è minore di 392. Dunque la cifra 5 
È da rigettare; per conseguenza, 4 è la vera cifra del 
quoziente. 

VroTft della dnrùìonB* 

66. Per fare la prova di una divisione si molti- 
plica il divisore pel gvosiente^fi si agsimge il resto a 
questo prodotto; la somma detT essére eguale al divi- 
dendo. 

Supponiamo infatti che dividendo 7834 por 31, si 
sia trovato ^2 per quoziente e'22 per resto; il divi- 
dendo deve contenere (45) una parte il cui 31° è 252,, e 
inoltre un reato 22 dunque- &i deve avere 

1^kK=trenia e una volta 252-+-^.: 

ed è questa la condizione necessaria e sufficiente per- 
chè l'opi?razionc sia esatta. 

Osservazione I. Indicando con Ae S due numeri 
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qualunque, per esprimere che il quoEtÈDte della loro 
divisione è Q ed il resto A, è sufficiente scrivere 

A = BXQ-ì-R^ 

ed aggiungere che Jì è minore di lì. 

Osservazione li. Come la moUiplicaiionp, serve di 
prova alla divisione, cosi la divisione puù servire di prova 
alla moltiplicazione. Perchè una molti pi ica?,ione sia esatta 
fa d'uopo infalli che if prodotto diviso pel moltipli- 
cando dia per quoziente il moltiplicatore, e per resto 
zero. Se per esempio , 30 è eguale a 5 moltiplicato 6, 
il quinto di 30 è evidentemente 6. 



Teormnì relatiri aB* dìvifìaiie> 

67. Teoheha 1. Quando st mlt^Uea U dividendo 
e il divisore di vna divisione per vn medesimo nvm- 
ro, il qmsientenon cambia, ed il resto è moltiplicato 
per guesìo numero. ' • 

752 diviso py, 13 dà per quoziente 53 e per resto 11; 
bisogna provare ctìe- prendendo per 'dividendo 752X12 
e per divisore 13X12, il quoziente sarà sempre 57 ed 
il resto UXl^. . 

11 resultalo della prima divisiono ci, dice inratti 
che, 752 -unità .contengono, 57 volte 13., unità ^d inoltre 
11 unità.- - ' 

La parola unità esprime qui una quantità affatto 
arbitraria, che pub essere una collezione di 12 oggettr 
0 una dozzina, e per conseguenza, 7&2 dossine con- 
tengono 67 VQlte 13 dozzine ed inoltre 11 dozzine. 

Ora qaest' allima frase esiffime ohe. l^X?^} di- 
viso per 13X13) dà per quoziente 57, ed un resto l^X^^ 
evidentemente minore del divisore. Ciò che Meognava 
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dimostrare. 11 ragionamento è generate, e si potrebbe so- 
etituire a 12 un moltiplicatore qualunque. 

68'. Questo teorema può dimostrarsi aacbe in un 
altro modo. Si ha r eguaglianza 

752:= 13X57+11; 

due quantità uguali moltiplicate per una medesima quan- 
tità danno risaltati uguali, quindi avremo 

752X12 = 12X13X57+11X12. 

Nel prodotto 12X13X15, i fattori 12 e 13, possono es- 
sere sostituiti dal loro prodotto: dunque 

752X12 = (12X13)X57+11X12. 

.Ma 11 è il resto della divisione dì 752 per 13; quindi 
il prodotto di 11 per 12 è minore del prodotto di 13 
per 12; dunque dall' altima eguaglianza risulta che 
752X12 diviso per 13X72 dà per quoziente e per 
resto 11X12. 

Rappresentando con AeBi due nnmeri dati, con q 
il quoziente della loro divisione, con r il resto, con m 
un numero intero qualunque, il teorema precedente è 
espresso in generale dalla forraola 

»X^ = (i»Xfi)X?+«X'-. 

69'. Teorema II, Per dividere un prodotto per 
uno dei suoi fattori, basta sopprimere questo fattore. 

Infatti il quoziente della divisione del prodotto 
5X7X^ P^i* è 5X^, perchè moltiplicando il quo- 
ziente 5x> pel divisore 7, ù ottiene per Pa^ranto il 
divìdendo SX'X'** 

OssEUTAZioHE. Da qucsto teorema si deduce facil- 
mente che, per dividere tu» prodotto per vn numero, 
batta dividere uno dei fattori del prodotto per questo 
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tatBìero, purché però questa divistone si faccia esatta- 
mente. 

Supponiamo infatti di voler dividere per 7 il pro- 
dotto 5X21X4' Ora 21 =7X3j quiadl H prodétto dato 
pu6 scrìversi 

Ha per dividere questo prodotto pet 7, basta soppri- 
mere il fattore 7; dunque U quoiiente cererò è 

6X3X4; 

ciò che bisognava dimostrare. /. 

70. Teorema III. Per dividere unmutnero pel pro- 
dotto di molti fattori , è sufficiente dividerlo successi- 
vamente per ciascuno di essi. 

La dimostrazione di questo teorema è facilissima, 
quando le divisioni si fanno esattamente. Debbasi in- 
faili dividere 360 per 30, che è il prodotto dei fat- 
tori 2, 3, 5. II quoziente della divisione di 360 per 30 
è 12, quindi si ha 

360 = 30X12, ovvero 360 = 2X3X5X12. 

Dividendo per 2 questi due numeri eguali, avremo quo- 
zienti eguali; dunque (G8 i 

360:2 = 3X5X12; 

dividendo poi per 3, 

360:2:3=5X12; 

flnalmento dividendo per 5, 

360:2:3:5 = 12; 



cioè a dire 

360:2:3:5= 360:(2X3X5). 
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li. Se le divisioni non danno guoùenfi ioteri e che 
ci limitiamo a prendere la parte intera di ciascuno d' essi, 
il teorema è ancora esatto, ma non apparisce egaat- 
mente evidente. Cominceremo dallo stabilire un lemma 
0 proposizione preliminare. 

Se un dividendo non è intero, la parte intera del 
quoziente della divisione jìcr un. divisore intero dipende 
solamente dalla parte intera del dividendo. 

Supponiamo, per esempio, che si debba (iivìdere 
per 17 un numero compreso tra 123 e 12'i.; dico che la 
parte intera del quoziente è la medesima di quella che 
si ottiene dal dividere 123 per 17. La parte intera del 
quoziente è infatti (SV) il massimo numero intero, il 
cui prodotto per 17 sia contenuto nel dividendo; questa 
parte è per conseguenza eguide al quoziente che sì ot- 
terrebbe dividendo per 17 il masùmo malUplo del 17 
coDtenato nel dividendo; ma i multipli di 17 sono 
numeri interi, dunque il massimù di questi multipli 
contenuto in un numero compreso tra 123 e 124, è 
lo stesso del massimo di quelli che sono contenuti 
in 123. 

Ciò posto, supponiamo che si debba dividere 1817 
per 12. Si può prendere (67) il terzo, poscia il quarto 
del resultato. Dividendo 1847 per 3, troviamo 1C5 per 
parte intera del quoziente; per conseguenza il terzo 
di 1847 è compreso tra 1G5 e iC6. Quando dunque pren- 
deremo il quarto di questo terzo, !a parte intera sarà la 
stessa di quella del quarto di 1G5. Quindi è provato che 
la parte intera del quoziente di 1847 per 12 è la stossa 
di quella del quoziente di 165 per 4, cioè a dire che è 
uguale' al resultato ottenuto dividendo 1847 per 3, po- 
scia il resultato pei e limitandosi} ciascuna volta, 
a prendere la parte intera del qaoziente. 

"i^. Quando le divisioni noni si fanno esattamente, . 
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il teorema proposto paò dimostrarBi agevolmente nel se- 
guente modo generalissimo. ■ 

Siano a,bi numeri dati, e sia &=(ZX'^X'^* In- 
dichiamo con Q il quoziente di a diviso per 6 e con il 
!I resto; con g il quoziente di a diviso per d e con r il 
resto ; con ^ il quoKiente dì g diviso per d' e con r* il 
resto; con 9" il quozìcote di g' diviso per d" e con r" il 
resto. Avremo le seguenti eguaglianze 

a = bXQ-^-Ii ^ (dXd'y<d")XQ-i-lÌ, 
a = clXg+T 

Sostituendo il valore di ^ in quello di g, si ha 

questo valore di g sostituito in quello di a dà 

a = dXà^X^><3"-^àXé^t"-i-dXi^-Ì-r. 

Ora è facile vedere che dX<l'X*^-+''*Xr'+r è mi- 
nore di dXd'X^'i Infatti i maggiori valori che possano 
avere r, /, r" sono evidentemente 

r = d—i, T> = d'~l, )•" — rf'— 1; 

quindi nel caso più sfavorevole si ha 

dXd'Xr" = dXd'X(d!'—i) = dX.d'Xd^'—dXd' 
dXr' = rfX(d— 1) =dX(f-d 
r = d—i; 

, da cui 

1 dX^^'X^^'+t^X'-'+r = dXdXd"—i- 

Dunque g" è il quoziente della divisione dì a per 
dXd''Xd" 0 ciò eh' è lo slesso per b, dXd'Xr"'i-dXr'-t-r 
n'è il resto; per conseguenza si ha 

5" = Q, dXd'-^f^'-^tiXr'-^r — Ii; 
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ciò che dimoBlra il teorema. 

Esempio. iSiG diviso per 12 dà ISS^er quoziente 
e 11 per resto; quindi 

1847=12X153+11. 

Ora si ila 

1817 = 3Xfil54-2 

e sostituendo il valore di 615 in quello di 18W, si trova 
1847 = 3X1X153+3X3-1-2 — 12X153+11. 

73*. Teorema IV. Per dividere due potenze di vn 
numero, basta sottrarre gli esponenti. 

■ Infatti il quoziente di 57 diviso per 5' è 5'== 5'"*, 
poiché il quoziente 5* moUipUcato pel (divisore 5* dà il 
dividendo 5^. 



I. In Francia il consumo annuale è di S?l 6439726 lilri di 
grano, 2361882282 lilri dì vino, 749120964462 grammi di 
carne, 223331911,490 grammi di salo, e 12f_87i.68t!344 gram- 
mi di zucchero. Calcolare il consumo medio per abilante, 
supponendo il numero degli abitanti eguale a 34230178. Pa- 
ragonare quest' esercizio al primo di quelli relativi alla mol- 
liplicazione, e mostrare che la divisione è l'operazione ài- 
versa della moltiplicazione. . 

II. Se un numero è esattamente divisibile per 9, per 
trovare il quoziente della divisione, si può procedere ne) 
modo seguente: 

86940 
812*6 , 

Bae4 



Sia il numero 81246; scrivete uno zero al di sopra della 
oilra delle unità, togliete il dividendo da^n numero «he 
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avendo qaesle zero per oltìnia cifra, avrebbe, per le altre 
cifre, qn^e'cbe sonniiinlstra la sottrazione tnodesìma; cosi 
dite: 6 àa iO, 4; 4 è Ta cifra delle decine del numero sope- 
riore; 4 e l, 5; 5 da ii 9; 9, è la cifra delle centinaia del 
namero superiore. 2 e 1, 3, 3 da 9 6; fi è la cifra delle mi- 
gliaia del numero supcriore. 1 da G, 5; o è la cifra delle de- 
cine di migliaia del numero superiore; S da 3, 0; il quoziente 
cercalo è 

III. Se nn numero è esatlamenle divisibile per 11, si 
pnò fare la divisione in tm modo analogo. Sia da dividerei 
il numero 34S78S per fi. 

34S78S 
, 31438» 
3143(t 

Sorirele nn lero al di sotto della cifra delle anità e togliete 
dal dividendo nn naraera di cui Io zero è l' ultima cifra, e le 
cni altre cifre sodo somministrate della sottrazione medesima. 

IV. Se nn namero è esattamente dìnsAUe per 9^ si può 
procedere nel modo seguente per oUeneie il ^uoiieiile. Si 
debba dividere 861129 per fift. 

S7100 
«71 

Sonvete dne zeri al di sopra deHe dae oUime cifre del divi- 
dendo e loglìele il dividendo da aa nameto che abbia questi 
due zeri per nltime cifre) e quelle tomminietrats dalla sot- 
trazione medesima per le rìmanenlL 

V. In Francia vi sono 4388 macchine a vapore, la cui 
forza totale è di S4467 cavalli, qaal è la forza media di queste 
macchine? 

VI. II dipartimento della Senna possiede 663 di queste 
macchine. La loro forza lutale è 8066 cavalli, la forza me- 
dia in qaesto^fpartimento è maggiore ohe nel resto della 

Francia?- 
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Fare il medesimo calcolo peldipartitnenfo dell'alia Lolra, 
che possiede 11 macchine la cui forza è di 217 cavalli. 

VII. Qoando si dice che una macchina ha la forza di ! 
un certo numero di cavalli, e' intende che è capace di prò- ! 
durre un cerio nomerò di volle un'eSelto determinalo] che, [ 
per convenzione, corrisponde alla forza di nn cavallo; si è j 
calcolalo che le macchine che sono in Francia, possono rim- ] 
piazzare effetti vamen le il lavoro di lC3i01 cavalli da tiro. | 
Sapendo che la loro forza totale è di 84467 cavalli, trovare ' 
quanti cavalli da tiro può sosliluire una macchina della forza 
di 2S cavalli. 

YIII. Una macchina a vapore consuma, per forza di ca- 
vallo e per ora, 6750 grammi di carbone; sapendo che ha 
consumalo in olio giorni (lavorando giorno e notte), 395 etto- 
litri di carbone, al peso di 80 chilogrammi l' etlolilro, tro- 
vare qaal' è la eoa forza. 

IX. Una strada ferrata ba trasportalo nel 1849, 1129371 
viaggiatori ad ana dietansa media di 13 chilometri; ha con- 
sumato in combnBtibile, 98S36 franchi. Il coke valendo 4 fran- 
chi 30 eenteslmi l'eltoUtro, e Ifcetjèlitro pesando 80 chilo- 
grammi, trovare io grammi, il peso del coke oorrispondente 
a nn viaggiatore e a od ehìlomelro. 

In Francia si sono fabbricati nel 1847, 831tt quintali 
metrici di ferri da falce: qual'è il numero di questa ferri, 
sapendo che il peso medio di un d' essi 6 77S grammi? 

XI. Le mine di carbone, in Francia, impiegano 31752 
operai; il carbone estratto monta annualmente a 44693420 
quintali metrici: qual' è la produzione annuale per operaio? .; 

XII. LasuperGcie della Francia valutata in miglia qua- ' 
drato di 15 al grado è 11653: quella della monarchia prus- | 
siana è 5040. La popolazione della Francia essendo 34230178, ' 
e quella della Prussia 1SSS2278, qaal A quello dei due pae^ 
nel quale la popolazione 6 più densa? 
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n^M» M s • All' it. 

CONDIZIONI DI DIVISIBILITÀ. 
Defioidoni e Teorenu gene talli 

1k. Quando il resto di una divisione è nullo, si 
dice cbe il dividendo è divisibile pel divisore; e si vede 
cfaiaro che allora è uguale al prodotto del divisore pel 
quoziente. InEatti, dire, per esempio, che hi diviso 
per 6 dà per quoziente ?, è lo stesso cbe dire, che 42 è 
agiule a sei volte sette o a sette volte sei. Da ciò risulta, 
che QQ numero dividbile per un altro è (27) uno dei suoi 
multipli; e reciprocamente, tatti i maltlpli di un numero 
sono evidentemente divisibili per questo numero. 

Dn numero che divide un altro si chiama spesso di- 
visore di quest' altro. Quindi le seguenti espressioni sono 
equivalenti: 

42 è divisibile per 6. ' ; 

42 è un multiplo di 6. 
6 è un divisore di 42. 

75, Teorema I. Se un numero divide esatUmente 
tutte le parti di una somma, divide anche la smima: 

La somma è Ig fatti composta di puU eguali cia- 
scuna a nnaiamero intero di volte il divisore, quindi essa 
conterrà questo divisore un numero intero di volte, giac- 
ché la somma di motti numeri interi, è un uimiero intero. 
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Esempio. 1 divide 66, 70, 8fr; divìderà anche la 
loro somma. Inrattì si ha 

5&+-70-f-84= 7X8h-7X10+7X12=:7X(8+10h-12). 

76. Teohema II. Qualunque numero che divide tm 
altro, ne divide i multipli. 

Giacché, i multipli dì un numero potendo ottenersi 
aggiungendolo a se stessa un certo numero dì volte, è 
chiaro che i suoi divisori dividono tutte le parti delle 
somme così formate e, per conseguenza (75), le somma 
medesime. 

77. Teorema III. Qualunque numero che divide 
esattamente due altri, divide anche la loro differenza. 

I due termini di questa differenza contengono, iu- 
fìttti, on numero intero di volte ii divisore, quindi la 
differenza conterrà questo divisore un numero intero di 
voUe, giacché la differenza di due numeri interi è un 
aomero intero, 

EsEHno. 8 divide tao e &8; dividerà andie la loro 
dlfierenza. Infatti si ha 

120-48 = 8X15-8X6 = 8X(15-6). 

Osservazione. Qualunque numero che dividewSt' 
tamente una somma e una delle sue parti, divide an- 
che r altra parte. 

Questo teorema non differisce dal precedente che 
perla forma dell'enunciato, giacché la seconda parte 
della somma può essere considerata come la differenza 
tra l'intera somma e I' altra parte. 
, ' 78. Teorema IV. Se due numeri divisi per un terso 
danno resti eguali, la laro differenza è divisibile per 
fptftto terso numero; e reciprocamenteiae la differmza 
tU due numeri Ò divisibile per un terso, questi dua nu- 
meri divisi pel terso dtHwmo resti eguali^ 
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Se, infatti, sì tolgono dai due numeri questi resti, 
che per su^iposizioae sono uguali, la loro differenza non 
muterà; ma dopo questa sottrazione sono 1' uqo e l' altro 
divisibili pel divisore considerato, e per conaegoensa (77), 
la loro diff^enza è anche divisibile pw questo medesimo 
Qoraero. 

Beciprocaniente, se la diflèrenaa di dna nomeri è 
divisibile per uà terzo, questi due numeri divi^ pel 
terzo, danno restì eguali. Si abbiano inietti i dae nu- 
meri 87 e 65 la oul differenza 22 è divisibile per il: 
dico che questi numeri, divisi per li, danno resti eguali. 
Infatti potremo considerare 87 come eguale a 65 anmeo- 
tato della differenza S2; ora è evidente che dividendo 
per 11 questa somma 65+22, la seconda parte 22, di- 
videndosi esattamente e dando per quoziente 2, non 
farà altro che aumentare il quoziente di due unità^ e il 
resto risulterà solamente dalla divisione di 65 per 11. 
Quindi 86 diviso per 11, lascia il medesimo rpstotAe 65 
diviso pef 11. 

La proposizione precedente si può enunciare in 
questo modo: il resto di uua divisione non varia aggiun- 
gendo 0 togliendo al dividendo un multiplo del divisore. 

79*. Teoeema V. Se più numeri si dividono per 
imo stesso divisore, la somma dei numeri dati e la 
somma dei resti - divisi, pel divisore danno resti eguali. 

Siano 90, 68, 47 ! numeri dati; dividendo questi 
numeri per 12 si hanno i resti rispettivi 6, 8, 11, quindi 

90 = 12X7+6, 
68 = 12X5+8, 

w = iaxa-f-ii. 
Sommando quest' eguaglianze «1 ir«va 

9(H-68+Wi=I2X(7-^6+3)-i-6+8:+ll; ■ 
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ma 12X(7-f-54-3) = 12X15 è un multiplo dì 12; dun- 
que il resto della divisione di 90-(-684-W per 12, è lo 
stesso di quello della divisione per 13 di 6+8+11. 

80*. Teorema VI. Se due wm&ri si dividono per 
uno stesso divisore, il prodotto dei tmmeri dati e il 
prodotto dei resti divisi pel divisore, danno resti eguali. 

Siano 68 e 47 i aumeri dati, e 13 il divisore. Fa- 
cendo la divisione di questi due numeri per 13 si trova 
68 =z 12X5+8, 
47 = 12X3+11. 

(13X5+8)X(13X3+11) ■ 

(12X5+8)X3X12-1-(12X5+8)X1 1 , 
(12X5-^8)X3X12+5X11XI2+8X11■ 
Ora tutti i numeri del secondo membro, ad ecce- 
zione di8Xlli sono multipli di 12; per conseguenza po- 
tremo scrìvere 

68Xi^7— «n multiplo di 12+8X11. 
Ma un multiplo di 12 c divisibile per 12; dunque il 
resto della divisione dì 68X'>'7 per 12 è Io stesso dì quello 
della divisione per 12 di 8X11- Questo ragionamento è 
generale ed afTatto indipendente dai numeri G8, 47, 12. 

E invero, siano a e 6 due numeri interi qualunque, 
d un divisore, g 6q' i quozienti della divisione di a e 6 
per r ed f' 1 resti respettivi, avremo 
o = gXd-i-r, 
b=^Xd+f'; 

e ancora 

aX6=f9X*+-r)X(g'X(H-f')=(gX<»+»-)X9'X'«-+-(9X<i+r)Xr' 
=teX<(-«-r)X«'Xrf-t-9XdX*'-M'Xr' 
=m multiplo di d^H-X**'- 

Ma un multiplo Ai d è divisibile per d, dunque ec. 



Quindi 

68X47 = 
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Osservazione. Questo teorema si estende facil- 
mente a più numeri ; cioè se più numeri si dividono per 
■uno stf.nao divisore, il prodotto dei numeri dati e il 
prodotto dei resti divisi pel divisore danno resti eguali. 

Consideriamo i numeri 68, 47, 27, i quali divisi 
per 12 danno respeltivamente 8, 11, 3 per reati; avremo 



Dalle due prime eguaglianze si deduce conte iO' 
Danzi 

68X W T= un multiplo di l2-)-8Xi Ì- 
Moltiplicando quest' cguagtìan7.a membro a membro col- 



Bi otterrebbe egualmente 

68XWX27:^wn multiplo di 12-^8X11X3; 

la quale eguaglianza dimostra il teorema. Sì procede- 
rebbe in modo analogo quando i numeri fossero più 



Condidonì di dmiibilità per 2, S, 4, 2S, 8 e Ha. 

81. Il Teorema IV, dà il modo di calcolare facil- 
mente il resto di nna divisione, quando il divisore è 
uno dei numeri 3, 5, 25, 8, 125. 

l*'. fi resto di una divisione per 3 o per 5, ai ot- 
tiene dividendo per 2 à per 5 la cifra delle unità del 
dividendo. 



68=12X5-!-8, 
47=12X3+11, 
27 = 12X24-3. 



r altra 



27=: 12X2+3, 



di tre. 
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Sia il nomerò 78917. Si ba 

78917 = 7891X10+7; 
siccome 10 è divisibile per 2 e per 5, da questa egua- 
glianza apparisce evidente clie il resto della divisione 
di 78917 per 2 o per 5, ò lo stesso di quello di 7 diviso 
pei medesimi numeri. Da ciò resulta ctie 78917, diviso 
per 2 dà per resto 1, e diviso per 5, dà per resto 2. 

OssEUTAziONE. ACBncbà un numero sia divisibile 
per 2 0 per 5, bisogna cbfl il resto della divisione sia 0, 
e .per conseguenza che la cifra delle unità sia divisibile 
per 2 0 per 5. 

Le sole cifre divisibili per 5, essendo 0 e 5, affiacbè 
un numero sia divisibile per 5, è necessario e sufficiente 
cbe termini con uno 0, o con un 5. 

2° // resto di una divisione per & o per 25, si ot- 
tiene dividendo per. 4> o per 25 il numero espresso dalle 
due ultime cifre del dividendo. 

Abbiasi il numero 78917. Si ba 

78917 = 789X1004-17; 
siccome 100 ò divisibile per W e per 25, da questa egua- 
glianza apparisce chiaro che il resto della divisione 
di 78917 per 4 0 per 25 è lo sfesso di quello della dì- 
visionedi 17 per ì medesimi numeri. Ma 17 diviso per !t- 
dà per resto 1, e diviso per 25 dà per resto 17; dunquo 
78917 diviso per 4 o 25 da per resto 1 o 17. 

Osservazione. Perchè un numero sia divisibile 
per 4 0 25, fa d' uopo che il reslo della divisione sia 0, 
e per conseguenza che le due ultime cifre formino un 
numero divisibile per 4 o 25. 

I soli numeri di due cifre divisibili per 25 es- 
sendo 00, 25, 50 e 75; perchè un numero sia divisibile 
per 25 è necessario e suIScieote che sia terminato 
daOO, 25 , 50, 75. 
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3" /; resto di ma divititm per&o i36, si ottiene 
dividendo per 8 o 125 il numero fìmnato dalla tre ul- 
time cifre. 

La dlmostraiione bì far& in modo assolatamenle 
analogo alle due precedenti,' oBserrando che lOOO es- 
sendo «gaalé a 8X13S, qualuaque multiplo di 1000, è 
divisibile per 8 e per 125; e per conseguenza non in- 
fluisce sul resto della divisione per questi due numeri. 

Come nei casi ppecedenti si vedrà che la condizione 
necessaria e suflicienle, perchè un numero sia divisibile 
per 8, è che l' insieme delle tre ultime cifre, formi un 
numero divisìbile per 8, 

Osservazione. Le dimostrazioni precedenti si fonda- 
no su questo che, 10 è divisibile per 2 e per 5; 100 per h 
e 25j 1000 per 8 e 125. Queste verità si possono am- 
mettere come fatti facili a verificare, ma si possono 
ancora desumere le une dalle altra nel seguente modo: 

. 10 = 2X8. 

100=10X10=(2X8)X{2X8)=2X8X2X8=:2^8»=4XaB 
fODO = 10X10X10 = (2XS)X(2X»}X(^ 
= 2XKXSXBX3XB = - 8X13»-*" 

Csndbloiìe di (UvistUlilà p«r 9. 

82*. Le condizioni di divisibilità per 9 e per 11 sa- 
ranno da noi dedotte dai Teoremi V e VL 

Premettiamo le aeguùiti praposlzioai preliminari. 

1° /; resta dèlia divisione per 9 di 10, 100, 1000, 
10000 ec, è 1. 

La proposizione è evidente per 10. Ma 100 = 10X10, 
dunque (80*) il resto della divisione per 9 di 100 è uguale 
.a quello di 1X1» diviso per 9, cioè a 1. Lo stesso si di- 
mostrerebbe per 1000, 10000 ec, osservando che 
1000 = 100X10, 10000 = 1000X10 ec. 



»■ 
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2°. Il resto della divisione per 9, di un numero 
composto di una cifra significatìva seguita da uno opiù 
zeri è questa cifra. 

Abbiasi per esempio 70000. Questo numero è il 
prodotto di 7 per 10000; ma i resti delie divisioni per 9 
di ? etdi 10000 sono rispettivameote 7 e i, quindi il 
resto di 70000 diviso per 9 è 7. . 

83*. Ora possiamo dimostrare la proposizione se- 
guente : . 

Il retto della divisioni per 9 di un mntero ttaw 
lungue è dolo dalla somma delle sue cifre divisa per 9. 

Abbiasi per esempio 72385. Questo numero è aguale 
a 70000+2000+300+80+5; ma i resti rìspeltivi della 
divisione per 9 di 70000, 2000, 300, 80 e 5 sono 7, 2, 
3, 8 e 5; dunque (79') il resto della divisione per 9 
di 7238'. è dato da 7-+-2-4-3-f-8-j-5 diviso per 9. 

Questo teorema può ancora enunciarsi ne! seguente 
modo : Un numero qualunque è eguale a un multiplo 
di 9, più la somma delle sue cifre. 

84. Da questa proposizione risulia evìdentemènle 
r altra che: affinchè un numero sia divisibile per 9 è 
necessaria e succiente che la somma delle sm cifre sia 
divisibile per 9. 

' ' ' GcmdnÌABe di dMciUlilè p«r 3, 

85. Perchè un numero' sia divisibile per 3, è ne- 
cessario e sufficiente che la somma delle sue cifre sia 
divisibile per 3, 

' Poiciiè 9 è un multiplo di 3, un numero qualun- 
que (83") è uguale a un multiplo di .3, più la somma 
delle sue cifre; un multiplo di 3 è divisibile per 3; se 
dunque anclie la somma delle cifre è divisibile per 3, il 
numero dato (75) sarà divisibile per 3. 
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Condliioae di diTiiìbilitA per H, 



86*. Prima <]i enunciare questa condizione stabilire- 
mo due proposidoui prelimiDari. 

1°. Il resto della divisióne per 11 dell'unità se- 
guita da un numero pari di seri è i.^ eil resto della 
divisione per 11 dell' unità seguita da un numero dis- 
pari di zeri è 10, 

La prima parte delIaproposìzioDe è evidente per 100, 
poiché 100 = 11X9+*! essendo evidente per 100 è 
anche evidente per lOOQO, 10QOO{00, ec, perchè que- 
sti numeri sono rispettivamente egaali a lOOX^i 
lOOXlÓOXiM, ec 

La seconda parte ò evidente per 10; essendo evi- 
dente per 10, è anche evidente per 1000, 100000, ec, 
perchè 1000 = 10X100 , 100000 = 1000X100 , ec. 
2". Il resto della divisione per 11 di un numero 
^ t, composto di una cifra significativa seguita da un nu- 
' 1, mero pari ài zeri, è questa cifra significativa; il resto 



" /% della divisione per ii di una cifra significativa seguita 



da un numero dispari di xeri, è la differenza fra 11 e 
la Cifra significativa. 

Abbiasi 70000. 1 resti respetlivi della divisioni per 11 
di 7 e di 10000 sono Tei, quindi (80") il resto della 
divisione per 11 di 7X10000, ovvero di 70000 è 7. 

Per dimostrare ìa seconda parte, osserviamo che la 
regola si verifica pei numeri 10, 20, 30, &0, 50, 60, 
70, 80, 90. 

Per gualungae altro numero formato da una cifra 
signiBcativa seguita da un numero dispari di zeri si di- 
mostra nel seguente modo. Abbiasi per esempio 700000. 
I resU respettivi delle divisioni per 11 di 70 e di 10000 




r 
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sono 4 e 1; dunque (80') il resto della divisione per 11 
di 70X10000, ovvero di 700000 è 4. 

87'. Ora possiamo dimostrare la proposizione cbe : 
il resto della divisione per 11 di vn numero qualunque 
è dato aggiungendo a ciascuna cifra di posto dispari 
la differenza da li di ciaseana cifra di posto pari, e di- 
videado pw li la somma totale. 

Abbiasi per eseiiipio 831 U>. Questo Domerò è uguale 
a 80eeft-^aDO<H-10(MrMN-&; i resti respeltivi delle di- 
viBioDi per il di 80000, 2000, iOO , ftO d G Bono 9, 
1 , 7 e 5; dunque il resto della divieloiie per 11 di ^i^ 
è dato da 8+9+l4-7+fi diviso per il. 

88*. Da questa propoBizioce risoUa e^ldentemHite 
l'altra: affinchè un numero qualunque sia divisibiU 
per 11 è necessario e si/fjicienfe che sia divisibile pef 11 
la somma delle cifre di posto disparij piii la somma 
delle diffcren:^e da li delle cifre di posto pari. 

Esempio. Sia il numero 459637; la somma delle 
cifre di posto dispari è 7-4-6+5 = 18, quella delle dif- 
rerenze da 11 delle cifre di posto pari è 8-f-2+7 = 17; 
la somma totale è 36j 8G non à ttiTlsibile'per il, dun- 
que il numero proposto non à divisibile per 11. 

ProTk pur 9 ■ per 11- 

89*. LepropoBiiioDipreceduiti-sli^IloflDoaliaodo 
di fiu- la. piava^ divisori 9 e li delle quattro opera- 
zioni dell'aritmetica. Bagioneremo sol divisore 9, ma 
ciò ohe diremo si applicherà egualmente allea qua- 
lunque altro divisore. 

Addizione. Per fare la prova per 9 dell' addizione 
di piit numeri, si cercano i resti delle divisioni per 9 
di questi numeri; la somma ài questi resti divisa per 9, 
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deve lasciare lo stesso resto della somma dei numeri 
proposti. 

Questa regola risulta chiara dal Teorema V. 

Esempio. Suppooiamo che sommando fra loro i nu- 
meri 8963, 3M9, G73, si sia trovato per somma 13045; 
8963, 3£»09, 673, divisi pet 9, laseiano per reati 8, 1,1; 
iB loro somma 13045, divi w per 9 , deve doD^ne dare il 
medesimo resto ohe &+7-t-7 =: 23, cioè a dire II Da- 
merò 180^ aoddisEa a questa ooDdizione, giacché la 
somma delle sue cifre 6 13. 

SoTXBAZtOHB. POT fare laprovaper 9 della sottra- 
zione di due numeri, ai cercatio i resti delle divisioni 
per9 del.ditnùttitore e ^tta differento trovata, la som- 
ma di gvesti resti divisa per 9 deve lasciare lo stesso 
resto del diminuendo. 

Questa regola risulta evidentemente dall' osserva- 
tone che io una sottrazione, il diminuendo è uguale 
alla somma del diminutoie e del resto. 

Esempio. Supponiamo clie sottraendo 527982 da 
769345 sì sia trovato per reslo 2413G3; quest'ultimo 
numero e 527982, divisi per 9 lasciano per resti 1, 6; 
la loro somma 769345 divise per 9, deve dunque dare 
il medesimo r«sto che 1+6= 7, cioè 7. Il numero 469345 
sodisfa a questa condi^ODe, giacchà la somma delle sue 
dfireèSi. 

MoiTiPiacAzroHE. Per ^e la prova por 9 della 
moltiplieafione di dm nwmri si cercano i resti della 
divisione per 9 del moUiplicando e del moltiplicatore; 
il prodotto di questi resti diviso per 9, deve lasciare 
lo stesso resto del prodotto dei numeri proposti. 

Questa regola è una conseguenza del Teorema VI, e 
si applica qualunque sia il numero dei fattori di cui si 
vuol verificare il prodotto. 

ESEBlPio. Supponiamo che moltipUcaodo 723 per 87, 
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siasi trovato per prodotlo 62901 ; 723 e 87 divisi per », 
lasciano per resti 3 e 6; il loro prodotto deve dunque 
dare il medesimo resto che 3X6 o 18; cioè deve essere 
divisibile per 9. Il numero 62901 soddisfa a questa con- 
dizione, giacché la somma delle sue cifre è 18. 

Divisione. Per fare la prova per 9 della divisione, 
ti cercano t resti della divisione per 9 del divisore, 
del quoziente e del resto; il prodotto dei due primi 
resti unito al terso, deve dare, diviso per 9, lo stesso 
resto del dividendo. 

Per dimostrare questa regola, Bopponiaino che 
avendo diviso 590S49 per i859, siasi trovato 687 per 
quoziente e U6 per resto. Se la divisione è fatta bene 
deve aversi 

590549 ^ 859X6874- IIG. 

Pel Teorema V si ha, che trovando ì rcsii delle di- 
visioni per 9 di 859X687, e di 416, la somma di questi 
restì, e 5905S-9, disisi per 9, debbono dare resti eguali. 
Ora, il resto della divisione per 9 del prodotto 859X687, 
Bì ottiene (Teorema VI) dividendo per 9 il prodotto dei 
resti delle divisioni per 9 di 859 e di 687. Dunque tro- 
vati i resti della divisione per 9 di 859 e 687, il pro- 
dotto di gaesti resti unito al resto per 9 di 416, deve 
dare, diviso per 9, lo stesso resto del dividendo 590549, 

Infatti i resti della divisione per 9 di 859, 687, 416, 
sono 4, 3, 2, il prodotto dei resti fc e 3, unito al resto 2, 
dà 14 per risultato ; questo numero diviso per 9 dà 5 per 
resto. Se l' operazione è ben fatta 690549 diviso per. 9, 
deve dare anche 5 per resto; ciò che ha efTeUivamente 
luogo, perchè la somma delle cifre di 590S49 è 32. 

90. Se la prova per 9 di una operazione non riesce 
l'operazione è inesatta; ma il contrario non è sempre 
vero. Inratii allora fa d' uopo conchiudere solamente che 
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l'errore, quando vi fosse, è un multiplo di 9. Simil- 
mente la riuscita della prova per 11, dice solamente che 
l'errore, quando vi fosse, è un multiplo di 11. Affinchè 
le due prove riescano, 1' operazione non essendo esatta, 
tasterebbe che l'errore fosse ad una volta multiplo di 
11 e di 9. 

91. Osservazione. I valori particolari dei numeri 
9e II, non influiscono sui ragionamenti che precedono; 
le conchiusioni resterebbero le medesime considerando 
altri divisori. La sola ragione che induce a preferire 9 
0 11, è la facilità con la quale si òtteagoao i resti delle 
divisioni per questi ntuneri. I divisori 2, 3, Jt, 5, 8, 10, 25, 
danno anctie, invero, restì facili a calcolare; ma la prova 
per qnesti differenti numeri non darebbe ai resultati che 
una assai piccola probabilità di esattezza. 

II resto di una divisione per % 5, 10, 4, 25 e 8, di* 
pende solamente dalla prima, dalle due prime o dalle tre 
prime cifre a destra, quindi la prova per uno di questi 
numeri farebbe portare la verificazione su queste sole 
cifre. 

L'esito delia prova per 3 farebbe solamente cono- 
scere che r errore, quando vi fosse, sarebbe un mulliplc 
di 3, e poiché su tre numeri consecutivi uno è divisibile 
per 3, il caso la farebbe riuscire spesso per operazioni 
inesatte. Aggiungiamo di più che nel caso jn cui la prova 
per 9 è riuscita, la prova per 3 non insegnerebbe nulla 
di nuovo, giacché quando l' errore è un multiplo di 9, 
è anche un multiplo di 3. 

I. Ud nomerò è divisibile per 6, se la cifra delle onitt 
aggiunta a quattro volte la somma di talte le altre dà una 
somma divisibile per 0. 
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ÌL Un nnmero A divisibile per 4, se la clRra deUe imif à 
aggioDla al doppio della ci£ra delle decine dà una somma 
divisibile per 4. 

IIL Un Damerò à divisibile per 8, se la cifra delle 
aniU aggianta al doppio della cifra delle decine, e a quat- 
tro volle quella delle cenlinaia dà nna somma divisibile 
per 8. 

IV. Un numero è divisibile per 09 se, separandolo ia 
classi di due cifre cominciando dalla destra, la somma delle 
classi è divisibile per 09. La stessa regola sì applica ai di- 
visori 9 e H. 

V. La somma dei quadrali di dae nomerì interi è di- 
visibile por 7 allora soltanto quando i duo numeri dati sono 
divisibili per 7. 

VI. Moltiplicando due numeri interi consecutivi, il pro- 
dotto è sempre pari; prendendo la melà di qneeto prodottosi 
avrà un quoziente che diviso per 3, non potrà dar mai per 
resto 2. 

VII. a e 6 essendo dae numeri non divisibili per 3, a'— A* 
è divisibile per 9. 

Vili. La divisione per 9 di un numero le cni cìtth sono 
abede si può ottenere nel seguente modo: si fa la somma delle 
cKre a+b-t-c-4-d-i-e, e si divide per 9; sia 9 il quoaienle ed r 
li resto; r sarà, cóme è nolo, il resto della divitioite -ptopo- 
Sta. Il quoziente di questa divisione à otterrà aggiungendo q 
alla somma dei numeri seguenti, a-Hib-Hi&o-l-a^cdL Per 
esempio, per dividere 7S234 per 9 si farà la somma delle tà' 
in, 21, che divisa per 9 dà per quoziente S, « il quosienle 
sarà 2-i-7-K?5-i-7S2-(.7823, cioè a dire 8889. 

IX. Se il quadralo di on numero diminuito di 13 è divi' 
sibilo per 9, questo numero diviso per 9 lascia per resto 2 
0 7. La reciproca è vera. 

X. Due numeri qualunque a e b divisi per la loro dir- 
Terenia a — b danno resti eguali; se ne concbiaderà che a" 
e b diviti per a— 6 danno anche il medesimo resto, e che 
per cons^uenaa, a" — b" è dirisitHle per a — 6 quale che sia 
il numero intero m. 
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XI. Se, nel fare ana moltiplicazione, si dìmenlica di 
far retrocedere di nn posto le cifre di un prodotto parziale, 
la prova per 9 rinscirii egaalmenle. La prova per 9 e la prova' 
per 11 rÌDSciranno anche quando si fanno retrocedere le ci- 
fre di nn prodotto parziale di dae posti piò del counnevole 
verso la sinislra. 
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CAPITOU» VI. 
DIVISMI GOMom DEI innuMi imrm. 

92. Ua numero che divide esattamente molti altri 
si chiama il loro divisore comune. Spesso è utile cono- 
scere t divisori comuni a molti numeri, e particolarmente 
il maggiore tra essi, che chiamasi il loro massimo co- 
mun divisore. 

la questo cjipitolo si parlerà solamente dei numeri 
interi e dei loro divisori Jnterì. 

Teoremi •dì quali é foodata la ricerca 
del inanimo ooniUD diTiaore. 

93. Teorema I. Se due numeri sono divisibili V uno 
per V altro il loro massimo comun divisore è eguale al 
minore dei due. 

Si abbiano i numeri 42 e 6, che sono divisibili l'uuo 
per l'altro; 6 è evidentemente uno dei loro divisori co- 
moni, e non può esservene uno maggiore, giacché un 
Damerò maggiore di 6 non potrebbe dividere 6. Dua- 
qae 6 è il loro maraimo comuD divisore. 

94. Tborebu II. Due mmri non divUtbili P uno 
per V aWBJ^'^amo il medesimo massimo eomm divi- 
sore eheil minore di essi e il resto della loro divisione, 
■' ^iano i numeri TSSIt e ^8. Divìdendoli l' uno per 
l'altro, si trova 8 per quoziente e 180 per resto, io 
guisa che: 

7524 = 918X8-1-180. 
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Sa questa eguaglianza resulta: 

1°. Che tutti i divisori comuni a 752^ e 918 divi- 
dono 180; giacché Questi numeri dividendo 918, divi- 
dono 11 8U0 multiplo 918X8; essi dividono dunque una 
somma 7524, e ana delle sue parti 918X8, e per conse- 
guenza (T7) dividono anche 1' altra parte, ehe 6 180. 

2°. Che i divisori comuni a 180 e 918 dividono 
tutti 752/(.; giacché questi numeri dividendo 918, divi- 
dono il suo multiplo 918x8; essi dividono dunque le 
due parli di una somma 918X8 e 180, e, per conse- 
guenza (78), dividono ancora questa somma che è 752^. 

Dunque: 

Tutti i divisori comuni a,7524 e 918 dividono 180, 
e per conseguenza 180 e 918. 

Tutti i divisori comuni a 180 e 918, dividono 752'i- 
e per conseguenza 7524 e 918. 

Queste due proposizioni riunite dimostrano che i 
divlBori comuni a 7524 e 918, sodo comnol a 180 
e 918; per conseguenza il massimo comuD divisore dei 
primi è lo stesso di quello dei secondi. Ciò che bisognava 
dimostrare. 

' Ricerca del maMÌiiio oomnii diviioTa dì dae numeri interi. 

95. In virtù del teorema precedente, si potranno 
sostituire ai due numeri dì cui vuoisi trovare il massimo 
comun divisore due nitri ]iiù semplici. Questi ultimi po- 
tranno al modo stesso essere sostituiti da altri ancora 
più semplici , e così di seguito , sino a che tà pervenga 
a due numeri divisibili l' uno per l' altro. Possiamo dun- 
que enunciare la regola seguente: 

Per eeroare il massimo cornuti divisore di due tat- 
meri interi, li divide il maggiore pel taiwre, poi il 
minore pel resto della loro divisione, e si continua cosi 

6 
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a dividere ciascun divisore pel resto corrispondente sino 
a che una di queste divisioni si faccia esattamente; il 
divisore di questa divisione è il massimo eomun divi-- 
sore cercato. 

96. Perchè questa regola conduca al risultato, bi- 
sogna che uno dei restì divida esattamente il precedente; 
ma ciò accadrà sempre, giacché i resti essendo tutti ia- 
teri e decreficenti, il loro numero è necessariamente li- 
mitato. 

97. Supponiamo, por esempio, di voler. trovare 
il massimo comun divisore dei mun^i 752tt « 918. 
Dividiamo 7524- per 918; si trova 8 per quodsoba e 180 
per resto: dunque il alassimo comun diviaore oercalo 
non è 918, ma è uguale al masslnn- comun divimre 
di' 918 e di 180. Dividiamo allora 918 pes 180; trovia- 
mo 5 per quosieote e 18 per resto; per coDBegaenu il 
massimo comaa divisore cercato non d. 160^ ma è uguale 
al massimo comoD divisore di 180 e di !& Dividiamo 
dunque 180 per 18; troviamo 10 per qoozient» e 0 per 
resto; dunque 18 è. il massimo comna divisore ceniate. 

L'operazione si dispone abituatmeute nel segnenle 
modo: 



7521 
180 

98. OssEST AZIONE I. Nella ricerca del massimo co- 
mun divisore, due reali consecutivi qualunque hanno il 
loededmo massimo comun divisore oba i sumeri pro- 
posti. Se dunqne si conosce 11 maBsimo comun divisore 
di due di questi resti, si potrà fare a meno di continuare 
r operazione. La pnUica del calcolare e la conoscenza dei 
divisori dei numeri, possono solo guidare nell' applica- 
ifooe di questa osservazione^ ÉIoo dti casi pjtt. semplici è 
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918 


180 
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18 
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quello nel quale il maggiore dì due restì conseculìvì 
fosse primo (111). Infatti è evidente che non può allora 
avere col seguente altro comun divisore che l'unità. 

99. OssEKVAZiOKE II. 11 metodo che abbiamo espo- 
sto per la ricerca del massimo comun divisore di due 
Dumeri, mostra chiaramente obe: guaAingtie divisore 
eomuno a ètt9 imn,eri divide il loro massimo comm 
divisore. 

Inratti considerando^ per eaeaipio, i nomerl 752& 
e 918, abbiam provilo cbe ! loro divisori comuni divi- 
dono il resto 180 della loro divisione; dividendo 918 
e 180, dividono il resto 18 della loro, divisione, cioè a 
dire il massimo comun divisore di ìSì% e 918. 

100'. La ricerca del màseìmo comno divisore di due 
numeri può, in taluni casi, rendersi più semplice ma- 
diante il seguente: 

Teorema III. Dtee numeri hanno il medesimo mot' 
Simo comun divisore del minore di essi e della differensa 
fra un multiplo di guest' ultimo e V altro numero. 

Questo teorema si dimostrerà in un modo affatto 
identico a quello che abbiamo tenuto pel Teorema 11. 
Cosi se i numeri dati sono 312 e 108, prendendo la dif- 
fòrenza fra 312 e un multiplo qualunque di 108, per 
eseiBpio 108x3i si trova la per resto e si ba quindi 
l'eguaglianza 

108X3—312 = 12, ovvero, 312 = 108X3-12; 

dalla quale, apparisce chiaro che 11 massimo cemun di- 
visore di 312 c di 108 è uguale a quello di 108 e di 13. 

L'applicazione dì questo teorema riesce ntile quando 
uno dei resti delle divisioni successive cbe bisogna etTet- 
tuare per la ricerca del massimo comun divisore dì due 
numeri è maggiore della metà del divisore corrispon- 
dente. 
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Per comprendere ciò, fa d'uopo ricordare che il 
resto di una divisione è uguale alla differenza fra il di- 
videndo e il massimo multiplo del divisore che può es- 
servi contenuto (53); la differenza fra il dividendo e il 
multiplo immediatamente seguente del divisore, unita al 
resto, dà un numero eguale al divisore. Questo risultato 
è evidente e può d' altronde veriQcarsì agevolmente ; tut- 
tavia non sarà inutile darne una dimostrazione generale. 

Sieno a e fi due Domeri interi qnalanque, g il quo- 
ziente della loro divisione e r il resto; avremo 

Chiamiamo la differenza frase &X(?+1); anemo 
a = bX(a-hi)-r' = 6X?+ W ; 
il confronto di queste due eguaglianze dà evidentemente 
r = 6 — K, ovvero b — r-f-r'. 

Questo risultato dimostra che se ^1>^ -, sarà mi- 
nore di r ; quindi tutte le volle che il resto della divi- 
sione di due numeri è maggiore deUa metà del diviso- 
re, invece di sostituire ad a il numero r, come si pra- 
tica nel caso generale, sarà uUle sostituirvi il numero r*; 
ilqvale, in virtù dell' egoaglianza ft=r-4-f', è dato sem- 
pre dalla differenza fra il divisore e 11 resto. 

Cosi, dividendo 312 per 108, si trova 96 per resto; 
il massimo comnn divisore di 312 é di 108, è (Teore' 
ma II) il massimo comnn divisore di 108 e di 96- ma 96 
è maggiore della metà del divisore 108, dunque, (Teo- 
rema III), potremo sostituire a 312 la differenza fra 108 
e 96, cioè 12. 

Per conseguenza il massimo coraun divisore di 312 
e di 108, è il massimo comun divisore di 12 e 108, 
cioè a dire è 12, poiché 108 é divisibile per 12. 
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Possiamo quindi enunciare la seguente regola: 
Se nella ricerca del massimo comun divisore di 

due numeri, una divisione dà un resto maggiore dilla 

metà del divisore, sì sostituisce a questo retto la sua 

differenza dal divisore. 

Applichiamo questa regola alla ricerca del massimo 

comuQ divisore dei nameri 35676 e 25813. 
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^ La regola geaerale renderebbe necessarie dodici 
divisioni per trov&e il massimo comua divisore 36; men- 
tre noi r abbiamo trovato con otto divisioni solamente. 



Riceroa del masiimo ooinnn divuore di più numeri iateri. 

101'. La ricerca del massimo comun divisore di più 
numeri interi si fonda sul seguente teorema. 

Teorema IV. Il massimo comun divisore ài più 
numeri interi è lo stesso di quello del massimo comun 
divisore di due tra essi e dei numeri dati rimanenti. 

AlJbiansi, per esempio, i quattro numeri interi A, 
B, C, jD, e sia (2 il massimo comun divisore di ^ e di £; 
dico cbe il massimo comun divisore dei numeri d, C, D, 
è anche il massimo comune divisore dei numeri proposti. 

In fatti, qualunque divisore comune dei quattro na- 
meri dati, dividendo divide il loro massimo co- 
mune divisore d, e quindi è un divisore comune dei nu- 
meri d, C, D. Reciprocamente, qualunque divisore co- 
mune dei numeri d, C, D, dividendo d, divide ^1 e ^ 
che sono mnltipli di d, ed è per conseguenza divisoro 
comune dei numeri proposti. 



Digilized by Google 



86 TRATTATO d" ARITMETICA. 

Quindi i numeri A, jB, C, D, hanno gli sleasi co- 
mani divisori dei numeri d, D; per consegooiza, il 
masàimo comun divisore dei primi è eguale al massimo 
comon divisore del secondi. 

102*. In Tirtb di qnesto teorema la ricerca del mas- 
simo comun divisore di più numeri interi, è ridotta a 
quella del massimo comun divisore di due soli numeri. 

E invero, ritenute le denominazioni precedenti, si 
ò dimostrato che il massimo comun divisore dei numeri 
interi 

A, B, C, D, 

à uguale a quello di 

d, C, B. m 

Applicando il teorema precedente < qnestt dtimi bn nu- 
meri e chiamando «f il mas^mo comun divisoli di d e 
di C, ti dimostrerebbe al modo stesso che il massimo 
comun divisore di questi tre numeri è eguale a quello di 

d', D. 

Se dunque s' indica con tf' il massimo comun divisare 
di questi due numeri, pel Teorema IV. si ba che d!' è 
anche il mastimo comun divisore di A, £, C, D. 

ESEDmo. Abbiansif quattro numeri 3€0t 600,11368, 

Il massimo comun divisore di 360 e di 600 è 120; 
quello di 120 e di 1368, è 2'»; e finalmente quello di 21» 
e di 4212, è 12. Dunque 12 è il massimo comun divi~ 
sore dei quattro numeri proposti. 

Possiamo quindi enunciare la regola seguente : 
Per avere il maesimo eomm divisore dipiù nume' 
ri, si cerca il masHmo comun dìvisora dei due primi; 
poi il maiiimo comun divisore del numero coA ottenuto 
e del terao dei numeri proposti; e coti di teguito sino 
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a che si siano adoperati tutti i nunuri daii. V ultimo 
massimo comun divisore ottenuto a questo modo è quello 
dei numeri proposti. 

lOS*. Da questa regola risulta pviclentemente che: 
gualwRqm divisore comune a più numeri divide il loro 
matsimo comun divisore. 

Indichiamo, iofalti, con Nm divisore cornane ai 
quattro numeri interi A, B, C, D; abbiamo provalo 
che JV fe anche divisore comune a, d, C, D. Un simile 
ragionamento proverebbe che N dividendo d, C, D, di- 
vìde ancora d' e D, e per conseguenza divide il massi- 
ino coman divisope ^ di questi due Domerj, cb'è pure 
quello dei noaieri ptopoMI. 

Esempio. 1 numeri 360, OOA, 1368,^213, tweao psr 
divisori ooKtuoi 3, 3, 4, 6, 13; 1 qaeli dividalo tolti il 
nmftsiaio comun divisore 12 dei oamerì dati. 

10!»*, La ricerca del massimo fioman divisore di 
più numeri interi può, in talani oasi, rendersi pKi sem- 
plice, mediante il seguente: 

Teorema V- Il massimo comun divisore di più 
nìoneri non cambia, sostituendo ad uno di essi la dif- 
ferenza tra questo numero e un multiplo di uno degli 
altri. 

Abbiansi i quattro numeri 360, fiOO, 13G8, i212. Se- 
condo la regola (102"), bisogna prima cercare il massimo 
cdSHiD divisore di 360 e 600; ora (lOO") queBto massimo 
flomuD divisore è aguale a quello di 360 e 120, diffe- 
renza fra 600 e 2X360. Dunque il massimo comun di- 
visore iél DumeFi proposti è ««naie a qutìlo dei nume- 
ri 360, 130, 1368, m% 

Secondo la regola (102*) I>iBO«aa prllW f^itre il 
massimo comun divisore di dqe numeri, di'3lS0,édi 1368 
per esempio; ora (100*) questo massimo comun ^Ràntfe^ 
è uguale a quello di 360 e dì 72, differenza- fra 1368 
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e ^yC^Q. DuDque il massimo comun divisore dei nu- 
meri proposti è eguale a quello dei numeri 360, 120, 
72, Ì2i2. 

Uq ragionamento analogo permette di sostituire 
a /^212 la differenza 108 fra 4212 e 12X360. Dunque i! 
massimo comun divisore dei numtiri proposti è uguale 
a quello dei numeri 360, 120, 72, 108, ovvero dei 
numeri 120, 72, 108, poichò 360 essendo divisibile 
per 72, sarà 72 il massimo comun divisore di questi 
due numeri. 

Similmente a 120 e a 108 si possono sostituire le 
differenze rispettive 21» e 36 fra 2X72 > 120 e 108. 

Ora è Tacile vedere che il mossintio comua divisore 
dei numeri 2i», 73, 36, è 12. . ■ 

Quindi possiamo enunciare la regola seguenle: ' 

Per cercare il massimo comun divisore dipiH nu- 
meri, si dividonojìer il più piccolo (ft essi tutti gli ed- 
tri numeH^'irciascundideiJVimt^i jàivisi si sostituisce 
la mixfma differenztr^rrispondente ; si opera al modo 
slesso sui miovi Wi7nhi:ico.sì oticnuti^^Slfl di seguito. 
Quando ttn nvmap^ diviiibite ^ un allro^ si soppri- 
me, L' operazioiie sarà terminata gthtaid^l^^^'^ 
numero; questo^numera è il »tafsi»lo*MliiUJI iHviiiAse 
cercato. \ 

Questa è la redola generale; ma spesso accade che 
la semplice ispeziouB dei numeri proposti rende mani' 
festa una combinazione particolare cbe facilita conside- 
revolmente l'operazione. Cosi, neII'e6empÌo proposto, 
si Tede che II quarto numero meno sette volte il se- 
condo dà una differenza 12; quindi al quarto numero si 
sostituisce 12; e siccome 12 divìde i primi tre numeri, 
12 è il massimo comune divisore cercato. 
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Teorani nlalìri al mufimo comon divlioiSi 

105. Teorema I. Moltiplicando due o piit numeri 
per uno stesso numero, il loro massimo comun divisore 
è moltiplicalo per questo numero, 

i". Abbiansi i Dumeri 7524- e 918. Le divisioni 
successive oecesaarie per la ricerca del massimo comun 
divisore di quesU due numeri danno luogo alle seguenti 
eguaglianze: 

^^--'7524 = 918X8+180, 
/E*-/ ' 918=180X5+18, 
^ , 180 = 18 xio- 

Ora è nolq <67) che moltiplicando per un medesi' 
mo numero il dividendo e il .divisore di una divisione, 
il resto è moltiplicato per questo numero. Quindi mol- 
tiplicando 752V e 918 per UQ numero qualunque, per 
'-esemplo per 3, il reato 180 della loro divisione verrà 
egualmente moltiplicato per 3; similmente moltiplicando 
per 3, 918 e ISO, il resto 18 della loro divisione verrà 
moltiplicalo per 3. Dunque il massimo comun divisore 
di 3X752fi- = 22572, e di 3X918 = 2754 è 3X18=54. 

2". Consideriamo adesso più numeri 360, 600, 1368, 
4212, il cui massimo comun divisore è 12. Questi quat- 
tro numeri molliplicati per 3, per esempio, diventa- 
no 1080, 1800, 4104, 12636; bisogna provare che il 
loro massimo comun divisore è divenuto 36. In fatti , per 
ottenere il massimo comun divisore di 360, 600, 1368 
e 4212, abbiamo cercato (102') il massimo comun divi- 
sore di 360 e 600 che è 120; poi il massimo comun di- 
visore di 120 e 1368 che è ih; poi Analmente il massi- 
mo comun divisore di 24 e 4^213 che è 12. Se ora con- 
sideriamo i numeri 1080, 1800, ìlOlt, 12636, per otte- 
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nere il loro massimo codiuq divisore, bisognerà cercare 
quello di 1D80 e 1800 che tati. 3X120^ poi quello 
di 3X120 e 410b eh? sari 3X9b; poi flnalntepte quello 
di 3><2&-e 12636 che sarà 3X13- 
Ciò che bisognava dimostrare. 

106. Teorema II. Dividenào dtt§ o jaìU numeri 
per uno stesso numero, il loro massina eontun divisore 
è diviso per questo numero. 

Questo teorema non è che un'altra maniera di 
enunciare il teorema precedente. Infatti, invece di dire, 
moltiplicando per 3 i numeri 360, 600, 1368, 4212, il 
massimo comun divisore 12 di questi quattro numeri 
è inoltiplicato per 3, si può dire al contrario, dividendo 
per 3 i numeri 1089, 1800, ilOi, 12636, il massimo co- 
mon dìvi8ore*36 di questi quattro numeri è diviso per 3. 

Qaeato teorema dà il modo di rendere più sem- 
piloe, ia alcnoi casi , la ricerca del massimo comun dì- 
visore di pi6 numeri. Se, infatti, si vede che i numeri 
daU ammettono un divisore oomune, si divideranno per 
gueMo nomerò, e ai cercherà il massimo comun divi- 
sore dei ^loduiU ottenati. Moltiplicando poscia il resul- 
tato ptiì ^visore , ai avrà il massimo 'comua divisore dei 
ninnai proptHtI. 

Es&iorio. Per cercare il massirao oomun divisore 
di 86200 e 19300, si cercherà il massimo coman divi- 
sore di 852 e di 192; il risultato essendo 12, il massimo 
comun divisore dei numeri proposti è 1200. 

107, Osservazione. Dividendo due o pfù numeri 
pel loro massimo comun divisore, il massimo comun 
divisore sarà diviso per se stesso , e diverrà V unità. 

Questa proposizione è una conseguenza evidente 
delta precedente. 

iOS'. Non sarà inutile dare una dimoitraiioiu ge- 
nerale del Teorema I. 
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1". Siano a e b due outnerì interi qualunque, ^ j| 
quoziente della loro divisione ed r il pesto; q' il quoziente 
della divisione dì b per r ed r' il resto ; j" il quoziente della 
divisione di r j?er r', ed r" il resto; q"' il quoziente della 
divisione dir'^r r", clie supponiamo farsi esattameDle^ 
r" è il masdmo comon divisore di a e di b. Avremo 
l'^gaagMaaie 

Ciò posto, moltiplichiamo o e 6 per un numero goaliia- 
que m, il resto r della loro <dlvisione sarà anche molti- 
plicalo per questo numero. 6 ed r essendo cosi molUpll* 
cati per m, il resto r' della loro divisione sarà moltipli- 
cato per m. Similmente ialine, r ed r* essendo moltipli- 
cali per »3, il resto r"^elia loro divisione, che è il mas- 
simo comun divisore di a e di !>, sarà moltiplicato per m. 

Osserviamo ancora che I' eguaglianze precedenti 
possono servire a dimostrare con geiicralitLii tutti i teo- 
remi che abbiamo dati sul massimo comun divisore di 
dne numeri. - 

2°. Abbiansi quattro numeri ^4, B, C, D. Siano, d il 
massimo comun divisore di ^4 e di B, d' il massimo 
OomuD divisore di e di C, d" il massimo comun di- 
visore di d' e di D: sappiamo cbe d" è il massimo w 
mm divisori dei quattro numeri A, B, C, i>. 

Ci6 posto, moltiplichiamo A, B, C, O^r ono rtesso 
□umetto m.À^B essendo moltiplicati per il loro mas- 
simo comuD divisore d sarà anche molUplicato per m; 
deC essendo moltiplicati per m, il loro massimo co- 
mun divisore d' sarà moltiplicato per m; infine e /> 
essendo moltiplicati per tn, il loro massimo comun df- 
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visore d!\ eh' è egualmente quello dei numeii proposti, 
sarà moltiplieato per m. 

Immite del numero di diniioni qtwlì pnA oondma 
la rioeim del nnuiino oomom dìvùore* 

109. Tboreau' L Nella ricerca t^l massimo eif 
tnnn divisore di dm numerf, eiasem resto è minore 
della metà di gwllo che lo precede di due posti, 

ladìchiamo con Jt ed Jl' due resti consecutivi. Se, 
secondo la regola generale, si divide S per if, si ot- 
tiene un nuovo reato A"; vogliamo provare che ^ è mi- 
nore della metà di il. 

Sia Q il q^aodente della divisione di A per A*, avremo 

Il quotiente Q è almeno eguale ad 1, dunque il è 
almeno eguale a ff~ì-^'; ma necessariamente il divi- 
sore R' è maggiore di dunque 

nytì'+lC, ovvero i»>2B", 

ciò che bisognava dimostrare. 

110. Teorema II. Si avrà un Ihmte del numero 
di divisioni da ejfcUiiare nella ricerca dei massimo co- 
mun divisore di due numeri A e B , formando la serie, 
2, 4, 8, 16, delle potenze di 2, e prendendo il 
doppio del posto del primo dei termini di questa serie 
che supera il più piccolo B dei numeri proposti. 

Siano infatti. 

iì, If, fi", fi'", ir 

i resti ottenuti successivamente. Dal teorema precedente 
si ha 

fi>2fl', fi'>2fi^, ir>2fi'' 
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e per conseguenza a più forte ragione 

S > 4B"', ovvero B > 2'B"', 
B>8fì'', ovvero i?>2'fi''; 

contìQuando a questo modo si vede facilmente che B è 
maggiore del prodotto della ennesima potenza di 2 pel 
resto che occupa il posto 2n. Dunque se 2* è "^B, è 
.impossibile fare più di 2» divisioni. 

Applichiamo qaesla regola $1 nùmeri 377 e 233. 

A quest'oggetto, formiamo le potenze di 2, ^no a 
che se ne trovi una superiore a 233; queste potenze sono 
2, 8, 16, 32, 128, 256. 

L* ottava potenza di 2, 256 essendo mag^ore di 233, 
si vede che la nostra regola ìndica il limite 16 pel no- 
merò delle divisioni da eseguire. Facendo il calcolo, si 
trova che il nomerò dì queste divisioni è 12. 

L Dimostrare che il massimo comnne divigore di due no- 
meri À,Bh egaale al nnmero-deì maltipli di B conlenalo' 
□ella serie 

A, AX% ^X3, AXB. . 

n. Formando Is serie 1, 2, 3, 8, 8, 13, di cai ciagcon 
torraìne è la somma dei due precedenti, è impossiMle che ael- 
l' operazione del massimo comun divisore, pili di doe resti 
conBOColivi cadano Ira duo slessi termini della serie, e se ne 
cadono due non ve ne sarà nessooo netl' intervallo seguenie. 

111. Fondandosi sulla proposicione precedente e su quella 
che è stata enunciala {Gap. I, Esem. Illj, si può provare che 
r operazione del massima comun divisore esige un numero 
di divisioni eguale al più a cinque volte il numero delle à- 
fre del minora dei doe numeri. 
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Ut. nomerò intero è detto primo quando non 

ba altri divisori interi che sè stesso e I* unità. 

Esempi. 2, 3, 5, 7, sono numeri primi; 9 non è 
pritno, perchè è divisibile per 3. 

Due numeri son detti primi fra loro, quando il loro 
massimo comun divisore è l'unità. 

112. Osservazione. Un numero primo è primo con 
tutti i numeri interi che non sono suoi multipli, poiché 
non avendo altri divisori clie sè stesso e 1' unità, ìt suo 
solo comun divisore con un numero che egli non di- 
vide, è «videstMuenle 1' unità. 

Taomni Mlattrì ai noni eri primi. 

113. 'feoREiHA I. Un numero intero eho noni pri- 
mo tOmmeUe atmmo un divisore primo. 

Sfl infatti na numero non è primo, ammette uno 
Q. più divisori diversi da sè stesso e dall' unità: ora è 
evidente che il minore di questi divisori è primo, poiché 
Bfl non fosse tale, ammetterebbe un divisore pili piccolo 
che dovrebbe dividere il numero proposto. 

Abbiasi per esempio il numero 1261,supponiamoche 
il più piccolo dei suoi divisori (astra^on f^Àa dall' unità) 
da 97; è chiaro che 97 6 primo, poiché ae egli avesse 
un divisore, 13 per esempio, 13 dividendo 97 dovreb- 
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be (76) dividere il suo muUiplo 1261, e 97 non sarebbe 
per conseguenza il minor difisore di 1261. 

IH. OssERvAZiOKE. Un numero primo essendo divi- 
sore di sè stesso, ammelte un divisore primo: possiamo 
dunque modificare U teorema precedente dicendo: qua- 
lunque numero, primo o no, ammette altneno «n ditfi- 
sore primo. 

115. Teorema II. Se due numeri non itmo primi 
fra loro, essi hanno almeno un divisore j/rinnf camme. 
In fatti, se due numeii non sono primi fra loro, essi 
ammettono pec deSDlzione no divisore coGMine diverso 
dall' unità; qneslo diviste (lift) ammette egli pura an 
divisore primo cbe divide evldeotemeate i due ntimBn 
proposti. 

110. Teorema III. La serie dei numeri primi è 
ilUfiìitala. 

Supponiamo, se è possibile, che N esprima, il mag- 
giore dei uTiineri primi. Formiamo il prodotto di tutti i 
numeri primi da 2 flaa a ^, e a^uDgiamo wa unità 

a questo prodotto 

Se nominiamo S il resultalo così ottenuto, S ammette un 
divisore primo (Ili). Ora, questo divisore dev'essere 
maggiore dì A",' ppichè allrimenti entrerebba come fat- 
tore nella prima parte di S, e dovrebbe, per conse- 
guenza (77), dividere la seconda, che è 1, lo che è 
impossibile. Dunque necessariamente v'è un numero 
primo maggiore di N, e l' ipotesi cbe -abbiamo falla 
non può ammettersi. 
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117. Per formare una tavola di numeri primi, si 
scrive la serie dei numeri intéri, e si cancellano quelli 
che noD sono primi. Scriviamo la serie: 

1, S, 3, k, 5, R, 7,S,'a, 11, % 13, Ì4, 1>, ft, 
17, t§,19,àp,-ais9e, 23,3*, àSv36,ftl,^> 29, 3p, 
31,3ii,«8,3^, 3«,. 3^,37, 3$, % M, ^, 

1°. I nameri divisibili per 2, eccettuato 2, non sono 
primi ; dobbiamo dunque cancellare di due in due tatti 
i termini di questa serie, cominciando dal 2 escjlosiva- 
mente. 

2°. I numeri divisibili per 3, eccettuato 3, non Bono 
primi; dobbiamo dunque cancellare di tre fn tre tutti 
i termini cbe vengou dopo, cominciando dal 3 esda- 
sivamenle. Cosi cancelleremo dei numeri, come 6, gih 
cassati come multipli di 2, ma ciò non ha alcun incoo- 
veaiente. 

3°. 1 multip!! di /t, essendo anche mullipii dì 2, 
sono già stati cancellati. Dunque casseremo i multipli 
di 5, cioè cancelleremo i numeri di 5 in 5, cominciando 
dai 5 esclusivamente. 

h". Di poi cancelleremo i numeri, non di 6 in 6, 
percbè sarebbe inutile, ma di 7 in 7 cominciando da T 
esclusivamente, e cosi toglieremo tutti i multipli di 7. 

Continueremo nella stessa maniera, osservando sem- 
pre che è inutile di cancellare i multipli dei numeri cbe 
non SODO primi. 

118. 0SSERVAZIOI4E I. Si potrebbe credere necessa- 
rio di conoscer già la lista dei numeri primi per can- 
cellare i loro multipli. Ma l' operazione darà questi du- 
meri a misura che ne avremo bisogno. 
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119. Supponiamo che, mediante le operazioni che 
abbiamo indicate, si elano cancellati nella serie natu- 
rale dei numeri tutti i multipli di 2, di 3, di 5 e di 7; 
è chiaro ctis dei numeri non cancellati, taluni sono pri- 
mi altri no; ora voglio- provare che è primo qualunque 
numero non cancellato, minore del quadrato del numero 
primo 11, immediatamente soperiore a 7. Prendiamo, 
infittii, un numero qualuniine A minore di IIX^- Se 
questo numero non è primo, abbiamo dimostrato (113) 
che il minimo dei suoi divisori sari primo. Ora il mini- 
ino numero primo che può dividere A è II, perchè se A 
non è stato cancellato ciò è provenuto dal non essere di- 
vìsibilo per 2, per 3, per 5, per 7. Dunque se A non è 
primo, il minimo dei suoi divisori sarà eguale almeno 
a 11. L'altro divisore di A dovrebbe essere o eguale 

0 maggiore di 11 ; ma ciò è impossibile , perchè 
jl< 11X11; dunque l'ipotesi fatta che A non sia pri- 
mo è inammissibile. 

1 Questa dimostrazione è generale; e un simile ragio- 
namento proverebbe egualmente che dopo avere scan- 
cellati i numeri dì 11 in li, possiamo riguardare come 
primi i numeri non scancellali minori del quadrato 
di 13, e in generale che dopo avere scancellati i mul- 
tipli d'un dato numero primo, posBìamo riguardare come 
primi i numeri non scancellati minori del quadrato del 
numero primo immediatamente superiore. 

120. OssERyAZiOHE II. Giovandosi delle precedenti 
considerazioni è facile decidere se iln numero è primo o 
no; basler^ infatti dividerlo successivamente pei numeri 
primi 3, 3, S, 7, i cui quadrati sono minori di esso; 
Be queste divisioni non riescono, il numero proposto è 
primo. 

Avvertiremo che il quadrato del divisore provato è 
maggiore del dividendo, quando il quoziente diverrà 
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Brinore del «livism'e; pokihè drianaotfo Jll"& fflivlclendo 
•e i* divisore, se JP* è rainore di Il goosiente sarà 
mìBoré di P. 

tftl*. iGreflismo nUle «^ungBre qai le 'segneiui 
Bonstderazioni. 

fRdichlaino con n nn numero qualunque , che ipoò 
essere 1t, 1, 2, 3, è chiaro che qimlumiue numn'O 
intero bì trova compreso nelle due espressioni 

2Xw, ^Xn^U 

la prima dà iuLti ì numeri pari; la seconda, tolti inu- 
meri dispari. 

Del resto lutti i numeri interi possono essere xtp- 
presentati in più modi. Cosi le espressioni 
3X«. 8Xn=tl, 

possono servire egualmente a rappresentare tutti i nu- 
.merì ìateri. 

Tutti i numeri frlaà., «ccelto 2 e 3, sono .poi oom- 
presi JtQll'e^resiiooe , 

oiflè a d&e che futOungue tornerò primo, aeeetio&tJt, 
i'm-taultiplo die aumetttato o tttraiiat^ài<utiatittìtà. 
La dimostruioDO seguaote é iH SerreL 
Il numera 5 essaido .eguale a 6—1 soddlsraa questa 
condÌBioue. Sia A un sumero maggiore di 6. 1 resti dellu 
divisione di A per 6 possono essere 0, 1, 2, 3, 4, 5; se 
il resto è 0, j4 è divisibile per G; se il resto è 2 o 4, ^ è 
divisìbile per 2; se ii resto è 3, ^ è divisibile per 3. Dun- 
que se ^ è primo, Il resto della divisione di A per 6 
dev'essere 1 o 5. Ora, se A diviso per 6 dà per resto 1, 
è uguale a un multiplo di 6 aumentato di 1; se ^ diviso 
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per 6 dà per reato 5, è ugnale a an mnlliplo di 6 più 5, 
0, ciò eìf è lo slesso, a un maltt^ilo di 6 dimittaito di 1. 

toD^ene pcrù-arrertlra ■ Blminm t u ii t 1 iroingriTOm- 
presi nett* fl^ressknn '6Xnii^ sono priori. Per^se'mpio 
1*9 è detta Ifoma 6Xf>*^^ ^ Bon 6 ^p^imo. 

!Da luogo tempo bi sono costt-iìRe jldtb tavole 
di nameri primi, vista la loro importanza non sola- 
mente pel mfftematici di '[{froressione ma ancora pei 
calcolatori pratici. Le più conosciute sono quelle dì 
Chernac e di 'Burckhardt; irecenteraetìte in Weimar ne 
ila pubblicata una più economica il sig. Schaller. Le Ta- 
vole di Chernac contengono i numeri primi e i divisori 
degli altri numeri sino a 100000. Quelle di Burckhardt 
conlengono i numeri primi da 1 a 3036000 e i più pic- 
coli divisori degli altri numeri. Dall'ispezione di queste 
Tavole risulta, che vi sono 26 numeri primi da 1 a 100; 
169 da 1 a 1000; 1230 da 1 a 10000; 9592 da 1 
a 100000; e 78493 da 1 a 1000000. 

Trascriviamo qui una tavola dei numeri primi da 3 
a 12:29; alla quale, .per completarla, d' uopo aggiun- 
gere i numeri ;priari 1 e & 
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del numeri primi fln» n 12^0. 



Teoremi relativi «Ila teoria dei namerì primi. 

: 123. TEOltGMA IVi Un tmmero che divide un pro- 
dotto di due fattori ed è primo con «no dei fattori, di' 
vide neeessariamet^te V altro. 

Sia P un numero primo con A, che divide 11 pro- 
dotto A:<,B; bisogna provare che divide B. 

V unità è per ipotesi il massimo comun divisore di 
i> e di J; moltiplicando questi due numeri per B, il 
loro massimo comua divisore (105) sarà moltiplicato 
per B, e diverrà per conseguenza eguale a B; dun- 
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qae il maasimo comuD divisore di Py,B e di j^X^ è B; 
ora, P divide evidentemente Py<B, divide pore, per 
ipotesi, A'yiB; esso divide dunque {99) il loro maBsinio 
Gomun divisore B. Ciò' che bisognava dimostrare. 

il^. Teorema V, Un numero primo che divide itn 
prodotto di due fattori^ divide necesiaritmente uno dei 
faitori. 

SiaPun numero primo clie divide un prodotto ^X^' 
Se P, essendo primo, non divide A,é primo con esso (111), 
e quindi, pel teorema precedente, divide B. Dunque P 
divide A Q B \n tutti i casi. 

I 125. Teorema Vi. Vn numero primo che divide un 
prodotto di più fattori , divide necessariamente uno dei 
fattori. . ■ 

Consideriatao, per esempio, un prodotlo di quallru 
fattori AyCBX,C\l>. divisibile per un numero primo P; 
questo prodotto polendo essere considerato come formalo 
di due fattori (AX-BXO e O, se P non divide D (Ì2'*) 
divide A)\By<,C; ma questo nuovo prodotto polendo 
pure esser considerato come composto di due fattori 
(4Xfi) e C, se P non divide C deve dividere AXB, B- 
per conseguenza Ao B. P divide dunque , in tutti i casi, 
uno dei quattro fattori. 

126. OssEav AZIONE I. Un mmero primo che di-- 
vide una paterna di m numero, divide questo nu* 
mero. 

Questa proposizione è una conBeguenui evidente del' 
teorema precedente. 

127. Osservazione II. Un numeroprimo che divide 
un prodotto di fattori primi, è necessaritwiente egmUe 
a uno di essi. 

Poiché per dividere il prodotto, deve (125) dividere 
uno-dei fattori, e questi fattori essendo primi, non sona 
divieibiti cHe per se slesBi e per l' unilà. 
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128. Teorema VIL Un mmero che è primo con 
tutti i faitori di u» prodotto è primo col prodotto; 
e reeipnoofonente, un mmero. primo con un prodotto è 
primo coi fattori dA questo prodotto. 

V. Sia lui- pra^Uo ilX^X^X^i e f un numero 
prima cod. ciasniloo del fulcri A, Bi, € e Se P a 
AXSy.C'^D non Tossero primi fra loro, avrebbero (115) 
almeno un. diiviMirei primo comune K. K essendo primo 
e divideudo il prodotto ÀXBXSX^ divUerà (125) al^ 
meno uno dei fiiuóri dì questo prodotto,. A, pee eseoi'* 
pio; ma allora A e P hanno il divisore comune K, e 
contro all' ipotesi, nau sono primi fra loro. V è dunque 
conlradizione aii ammeltere che P e ^X^X^^X^ 
biano un divisore comuae. 

2°.Sia P un numero primo col prodollo^XBXCXi'; 
dico ciie P è primo con ciascuno dei fattori A, B, C, D, 
E invero, supponiamo che i* ed ^ non siano primi tra 
di loro; essi avranno un divisore comune K. K divi- 
dendo A dividerà il suo multiplo ^X^X^^X^^; e quin- 
di P non sarebbe primo col prodotto Ayc.B'XC'Xtì, io 
che è contrario ull' ipotesi. 

12d. OssEavAZLOHE I. Un. numero primo che non 
divide un numero non può dividere le sue potente; e 
reeiproceaaente «a numero prima che. non divide una 
patema tU un numera non può. dividere questomtmeM. 

Questa proposizione è una conseguenza evidente d«l 
teorema preoeilBate. 

130. Osservazione II. le poienau di date numeri 
primi tra di loro, seno anche prime tra loro, 

Infatti, se dw oumeri, sono priort tea loco, due qua- 
lunque delle loro potenze non avranno iaUoei primi co- 
muni e saranno per oonsiguBnEa. pciUB fira loco. 

Di questo pcopo^zione può darù ancke lu* altra 
dimostrazione, per taluni liirse pUi obiaia. . 
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Siano A a.B dua numeri priai» ,tra loco} la potea- 
ze.4' e 1^ sodo anche prime tra loro, E invero se oiè 
noQ è, indichiamo con B un divisore coifkuQe di poesie 
due poLenzei D divideudo divide A (t36)-;,e dìviden-' 
do divide B; quindi A e A avrebbero' uq divisore 
comune D, ciò eh' È conlrario all' ipolesi. 

131. Teorema VIU. Un numero divi sibila.per più 
altri primi fra laro due a due, è divisibile per il loro 
prodotto. 

Sia iV un numero divisibile per molli altri, A, Bt C, 
primi, fca. loro due a due, N essendo divisibile per. A^ si 
avrà,, ìadicaBdfl con Q un quoziente iatero, 

il prodotto Ay.Q essendo eguale a JV, sarà divisibile 
per B, e per conseguenza B essendo primo con A do- • 
vrà (123) divìder Q, di maniera che lodicando coa< 
un quoziente intero, si avr^ 

SDBlitutDdo. qoeato. vatoce di Q-oelf eaptessiOBO dt Jl^ 

questa diviene 

D prodotto j^X'ffXQii essendo eguale a N, sarà divisi- 
bile per C; ma il numero C è primo con At B., dunque 
lo sarà con AXB (128), e per conseguenza, dovrà (123) 
dividere Qi ; si avrà dunque, indicando con un quo- 
ziente intero, 

SostftaendO questo valore di jQi nell'espressione di A; 
que&la diviene 

iv^=4X^XcXft, 
lo che dimostra la proposizione enunciata. 
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Osservazione.' Da qaesto teorema e da quelli di- 
mostrati nel Cap. V, si possono dedurre le condizioni di 
divisibililà dei numeri per 2X3, 5X3,2X9, 5X9, ^XH, 
5X11, 9X11, 2X3X11, ec. Per esempio, 66 essendo il 
prodotto dei numeri 2, 3 e li che sono primi tra loro, 
perchè un numero sia divisìbile per 66, è necessario e 
sulTtcieote che sia divisibile per 2, per 3 e per 11. Quindi 
la condizione di divisibilità di un numero per 66 è ch& 
la somma delle sue cifre sia divisibile per 3„ che la 
somma delle sue cifre di posto dispari e delle differenze 
da 11 delle sue cifre di posto pari sia divisibile per il, 
e floalmeote che la cifra delle tmità 0, 2, 6, o S. 

Hidnìone di un nameto in fattori pnm;. 

132. Tboretwa. 1. Qualunque numero non primo è 
egtttUe a un prodotto di fattori primi. Lo che si espriiQe 
dicendo che si risolve in fintovi primi. 

Indichiamo con ]f un .numero non primo. Questa 
numero ha almeno (113) un divisore primo P, e per 
conseguenza, chiamando Q il quoziente della difisione 
di JV per P, avremo 

iy-i>X!3- 

Se Q è primo la proposi£ioiie è dimostrata; è il 
prodotto di due numeri primi. Se (>non è primo, ha(li3) 
almeno un diyisore primo Pi; per conseguenza Qi indi- 
cando un quoziente intero , 

Q^PiXQi. 

Sostituendo questo valore di Q nell'eguaglianza pre- 
cedente, si ha 

iV=i»XAXOi. 
Se è primo, la proposizione è dimostrata, è il 
prodotto di tre numeri prlrni; se non lo fosse, esso ha 
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almeno uà divisore primo P^-, per conseguenza nomi- 
nando Q^tui qoozieote intero, 

Vfù'S.^ Qi=PtXQi' 

SoBtilueodo qnesto valore di Qi nell' eguaglianza pre- 
cedente, eì ha 

lf=PXPÒ<PÙ<Qf 
Continueremo cosi fino a che uno dt;i quozieniì Q, Qi, <>», 
sia primo; ia qual cosa non può non accadere dopo un 
certo numero di operazioni, poiché altrimenti, questi 
numeri interi, che sono decrescenti, tarmerebbero una 
serie illimitata, lo che è impossibile. 

133. OssEKv AZIONE. Nella dimostrazione preceden- 
te, dulia fa supporre che i numeri indicati da P, Pi, jP, 
abbiano valori diversi. Il medesimo fullore può figurare 
più volte nel prodotto. 

t Esempio. Applichiamo il ragionamento precedente 
al numero 60: 

1°. 60 ammette it divisore primo 2, e sì ha 

60=2^30; 
■2.'. 30 ammette il divisore primo 2, e si ha 
30 = 2X15, 

per conseguenza, 

60=2X2X15; 
3". 15 ammette il divisore primo 3, e si ha 

13 = 3X5, 

per conseguenza, 

60 = 2X2X3X5; 
3 essendo primo, l'operazione è terminata. 

iW. Teorema 11. Un numero non può risolversi 
in fattori primi che in ma sola maniera. 
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Sem Ìn&W4X*XCXft.-...e «X^X^X^-n due 
prodotti di fattori primi ch&rapprasaDtiiio ano steaso' nu- 
mero jy. Dovrà aversi ^X^X^X^-— = àXbXoyd..... 
Ora il numero primo a dividendo il prodotto aXbXcXd^.- 
deve anche divìdere il ptodìilto eguale ^X-^X'?X^-—'> 
e quindi (127) dev' essere egoale ad uno dei fattori A, 

S, C, D SuppODìamo che sìa a = A. Sopprimendo 

questi raltori eguali, otterranno uoa nuova eguaglianza 
BX^XO.:. = bX<!X^-—i "Jalla quale in un modo ana- 
logo si dedurrà che b deV essere eguale a uno dei fat- 
tori B, C, D, e così di seguito. Dunque i fattori dei 
due prodotti sono eguali ciascuno a ciascuno. Ed à questo 
elle bisognava dimostrare. 

135, OssEKVAZiONE. La riduzione in fattori primi 
costituisce un vero sistema di numerazione dei nu- 
meri interi per mezzo del quale tutti possono essere 
espressi, e non possono esserlo che io una sola maniera. 
Questo sistema, assai incomodo per le operazioni le più 
semplici, si presta qualche vulla agevolmente alle ope- 
razioni più complicate dell'aritmetica. Noi esporremo 
qualcuna delle sue applìcastooi ; ma prima bisogna in- 
dicare il modo (Ji risd^ere un. numero in fattori primis 
poiché, fino ad ora, ci siamo limitati soltanto a mo- 
strarne la possibilità. 

Modo di 'rifoIveM un numero in fitttori primi. 

136. Per risolvere un numero in fattori primi, 
si prendono t numeri primi per ordine di grandezza, 
e si prova se dividono questo numero. Quando una di- 
visione riesce, si effettua, e nelle operazioni seguenli il 
(luozieiite è sostituito al numero proposto. Una seconda 
divisione che riesce permette di sostituire a quesJo quo- 
ì^iente un numero pi& sempUc» aticarOqfl % cootioua fino 
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a che si trovi un quoziente primo. Questo qffiMÒeata à 
r ultimo dei. fàtlorì cbe si cerca, e. gli altri sodo i divi- 
sori successivamente impiegaiL Basterà aa esempio a 
readeee queMo- raehido nhlaro. 

Debba^ risf^vene ia fattori primi il Bwnaro-^&SO: 
si provi in prima il divisore %, la divisione riesce e dà 
per quoziente 12740. Si ha dunque: 

25Ì80 = 12740X2. 

Si provi la divisione di 12740 ppr 3, cbe riesce ancora 
e àh per quoziente 6^0. Si bà dusque: 

12?40i= 6370X2, 

. per conseguenza 

25480=5:6370X2X2; 
6370 é, ancora esso divisibile per 2, e si ha: 
6370s=3l85X% 

per conseguenza 

254S0 = 3185X2X2X2; 
3185 non è divisibile nàper 2, nfi per 3,q)Apei: S^e Blba: 
3185 = 637X5, 

per conseguenza 

25480=1637X5X2X2X2; 
637 non à dicibile per 5, ma lo è per 7, e si ba: 
637 = 91X7. 

per conseguensa 

25480=91X7X5X2X2X2; 
91 è egualmente divisibile per 7, e si ba: 
91 = 13X7. 



Digilizetì by GoOgle 



lOS 



TR&m-ro d'aritmetica. 



per conseguenza 

25480 = 13X7X7X5X2X2X2; 

13 essendo naraero primo, l' operatone è eiéttoata. 
Questa eguaglianza può ancora scriversi 

25480 = 13X7'X5X2'. 

L'operazione si dispone ordinariamente nelseguenlo 
modo: 



25480 


2 


127.40 


2 


6370 


2 


3185 


5 


637 


7 


91 


7 


13 


1 



OssEBVAziosE I. lo stcsso dìvisofe va provato piCt 
volte di séguito, come nell'esempio precedente i divi- 
sori 2 e 7, Sno a che cessi di dare un quoziente intero. 
Ma poscia, doq bisogna pifi provarlo, perchè i qnozienlt 
suPceBSìvl essendo divisori gli uni degli altri, un numero 
che non divide imo di essi non pu6 dividere i segnenii. 

Osservazione II. Quando si*vedono due lettori di 
cui |Qh numero è il prodotto, sì possono risolvere sepa- 
ratamente e riunire i resultati in un solo prodotto. 

Esempio. Sia da risolvere ii numero 2400. 
2400==r'24X100. Basta dunque risolvere 24 e 100; 
ma ■24 = 4X6, U. — ^X'^, 6z=2X3, dunque 
24 = 2X2X2X3, 100:^10X10 = 2X5X2X5. InBne 
abbiamo: 

ay» =2X2X3X8X2X6X2X5 = 2»X3X5". 
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CoailMMHie affinoli^ dno nameri lieiw dìvùìbilì 

l'uno per VtxìUo. 

137. Perchè due numeri sieno divisibili l'uno per 
i' altro, è necessario e sufficiente che il dividendo con- 
ienga tvttt i fattori primi del divisore elevati ad «n 
esponente per lo mino eguale. • 

1°. Questa coodìzione è necessaria: se iDfotti s' im- 
magina che il divideadOf 11 divisore e il quozienle BìeDo 
risoluti ìq fattori priioi, il dividendo essendo il pro- 
dotto del divisore .per il quoziente, è il prodotto di tutti 
i fattori di questi due oameri. Tutti \ fattori del divisore 
■debbono dunque trovarsi' nel dividendo elevati ad qd 
«sponente almeno eguale. 

2°. Questa condizione è sufficiente: se infatti essa è 
sodisfalla, il quoziente sarà iatero ed eguale al prodotto 
dei fullofi che si trovano ^net dividendo senza trovarsi 
nel divisore, per quelli che entrano nell'uno e nell'al- 
tro elevali ad un esponente eguale alla differenza degli 
esponenti dei fattori corrispondenti. 

Esempio. 3' X 7' X 13* X 19' X 37 diviso per 
3'X13*X19 darà per quoziente 7*Xl3*Xl9X37, poi- 
ché unendo questi fattori a quelli del divisore si avranno, 
come nel dividendo, tre fattori 3, due fattori 7, quattro 
fattori due fat,tori 19, e ua fattore 37. 

Compondone dal murinio mmim dirifon di più amaari. 

136. Dalla proposizione precedente resulta che i 
fattori primi dei divisori comuni a più numeri debbono 
essere comuni a questi numeri, e che I loro esponenti 
sono al piii eguali a quelli che essi hanno nel numero, 
dove si trovano cotl'esponente miaore. 11 massimo comun 
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divisore è dunque il prodotto dei fattori primi comuni, 
presi con esponenti precisamente eguali- a quelli che 
essi bauDO nel numero dove appariscono coli' esponente 
minore. 

Esempio. Sieno i numeri 2' X 5' X 19 X 37', { 
Q'X^Xlfl'X^^'XS?, 2'X11''X1'>X37; i soli fattori 
primi comoni a qnesti tre numeri sono 2, 19 e 87, 2 è 
contenuto 2 volle, e i<ilue altri numeri sodo contenuti 
una sola volta tome Tatlori in quelte dei numeri -dove si 
trovano col mìnimo esponente. II niaSBimo cettua dM- 
sore è dunijne 2*X19X3'- 

OssERVAZiOKE I. La maggior "parte dei teoremi re- 
lativi al massimo comuo divisore di due o più numeri, 
dimostrati nel Capitolo VI, divengono quasi evidenti 
quando questi numeri si rapppesmtano nonne -i^sblatì 
in Mtorl primi. Tacila noi vaa svoi^Bfemo questo 
meio di dImoBtrbziane, perofaè {lensìanib «he l'oso 
delle cDiisiderazioiB di questo genere è una delle cause 
delia difficoltà <dK gli scolari trOTaao wdl'eBteDdflre a 
quantità* qndanque 4e ppopmizioni rabilve ai no meri 
interi. 

139. 'Os»!XyAZiONE il. -Il mastimo c<mvn<dH}isore 
di due numeri non si aiterà moltiplicando o dividendo 
uno di essi per un fattore primo con l' altro, poiché 
con ciò non si introduce nè si sopprime alcun fattore 
primo comune. Se dunque nella ricerca del massimo co- 
mun divisore vien fatto di scorgere dei l'attori primi 
comuni a due resti successivi, questi ruttori si potranno 
sopprìmere. 

Tonnare tntli i dìviiori di -on nameiOi 

IW. Abbiasi il numero SKT^XllVlS*- J divisori 
di questo iHimarD (136) hanno perTattori primi 3, 7, 11 
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etS', fl primo non entra più di tina volta, ti senindo oon 
più fli Ire "volte, il terzo non più di qoattro iKttta, 9 11 
quarto aon ptà di due volte. Se diaH}iie scriviamo ta- 
vola segoeBte: 

S 

7 -T» ^ 
ti «» iV 41* 

moU^tlicando due a Aae, tre a tra, o quattro a quattro, 
i numeri presj io coloDoe orJzioDlaK dlffersoti, e ag- 
giungendo a questi prodotti i numeri inscritti nella ta- 
vola Blessa, avremo tutti i divisori del numero proposto. 

Scrivendo 1' un1i& in ciascuna colonna orizzontale 
della tavola, si àà più regolarità all'operazione, che di- 
venta quindi: 

1 3 

1, 7' 7* r 

1* 11 11* 11' 11* 

i 13 13* 

Dopo qnesta aggtnn&L, possiamo dire ohe tu(A 1 di-' 
visori si otterranno moltiplicando quattro fótteri 'presi 
respettivaraenle nella quattro linee oritztmtali; poiché 
per formare quelli nei quali non entrano uno o più fat- 
tori primi S, 7, 11, o 13, baaterà prendere l'unità per 
fattore nelle linee corrispondenti. 

Per formare questi divisori, si procederà nella nfa- 
niera seguente: si moltiplicheranno i numeri detta prima 
linea per (jucUi della seconda: ciò che nel caso ■attuale 
darà otto [jruilolli.Sl moltiplicheranno i]UL'3ti otto prodotti 
\Kr i cinque numeri della terza linea, lo che daràS volte 
8 0 40 prodolli, che bisognerà moltiplicare pei tre nu- 
meri della quarta linea, ciò che darà in tutto 3 volte kO o 
120 prodolli, che sono i aoli divisori del numero proposto. 
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In generale, per formare tutti i divisori di un nu- 
mero, si risolvono in fattori primi e formasi ma ta- 
vola composta di una serie di linee orizzontali, che co- 
mtTìciano (nife per V nnifà c che contengono le diverse 
potenze di ciascimo di questi fattori primi, fino a quella 
che figura nel numero proposto; in seguito si moltipli- 
cano tutti i numeri della prima linea per tutti quelli 
della seconda, poi ciascuno di questi prodotti per quelli 
della tersa lineà', e così di seguilo; gli ultimi prodotti 
ottenuti moltiplicando pei mmeri scritti neli' ultitaa 
linea delta tavola sóao tutti i divisori cercati. 

Hnmp/b dei dinsorì dì un amnero inleroi 

141. Abbiasi un numero intero If decomposto in 
fottorì primi nella maniera Beguenle: 

a,b e c sono fattori primi e i loro esponeati sono indU 
cali dalle lettere et, ^, y. 

Se conForoie mente alla regola precedente, si forma 
la tavola: 

i . a . a' . d' . . a" 

1 b 6» é' . . 6? 

1 e e e . . (fj, 

la prima linea conterrà «-f-l termini, la seconda, ;3+l 
termini, e la terza Quindi mu llipli canti 0 i termini 

della prima linea per quelli delia aecoiida, avremo in 
tutto («-■i-l)X(|3+l) prodotti; ciascuno dì questi pro- 
dotti moltiplicalo per i termini della terza linea, pro- 
durrà 7+1 prodotti; il loro numero sarà dunque molti- 
plicato per y-Hl* e diverrà: 

(«4-i)X(|3+i)X(y+i), 
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tal è duaqffa n numero dui divisori. In generale, il nu- 
mero totale dei divisori di nn numero si ottiene, ag- 
giungendo una unità agli esponenti dei fattori primi, e 
formando il prodotto dei numeri così ottenuti. 

OsSERVAZiOME I.Nel numero («-h1)X0-'-1)X(t-'-1) 
dei divisori vi ha l' unità che sE ottiene inoltiplicaado i 
primi termiDì delle differeati linee, e il numero stesso 
che resulta dalla moUiplicazione degli ultimi termini. 

1&2. OssEKVAZlOHE: 11. Il mmero dei divisori di 
ittr numero è pari, a meno che i fattori primi di questo 
numero non abbiano tutti esponenti pari. Se, infatti, al- 
l' esponente di uno dei fattori primi, supposto impari, 
si aggiunge una unità, la somma sari pari, e, per con- 
seguenza, il numero dei divisori, nella cui espressione 
questa somma entra come fattore, sarà divisibile per % 
Vedremo in seguito die i numeri di cui tutti i fattori 
primi hanno esponenti pari sono quadrali. La proposi- 
zione precedente può duntjGe enunciarsi, dicendo: 

Jl mmero totale dei divisori di un numero è pari, a 
incno che questo numero non sia mi quadrato perfetto. 

Si può dare a priori la ragione del teorema pre- 
cedente. 

Il numero totale dei divisori dì un numero è pari 
perchè è doppio del numero di maniero nelle quali sì 
può risolvere questo numero in un prodotto di due 
fattori. Consideriamo per esempio il numero 60. Qualun- 
que divisore di 60 può esaere considerato come uno dei 
fattori di un prodotto eguale a 60; ma a ciascuna ri- 
duzione di 60 ]d un prodotto, corrispondODO dite divi* 
Bori. Se sì ha, per esempio , 

ciò prova infatti , che 60 diviso per 4, dà per quoziente 15, 
c che 60 diviso per 15, dà per quoziente 4. 4 e 15 sono 
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dunque due divisori di 60; si vede che il numero to- 
tale dei divisori è doppio del numero di ridiizioDÌ pos- 
sibili. Il ragionamenlo è generale. Non v'è eccezione 
chn nel caso in cui il numero considerato è un quadrato. 
Foicliè quando i due Tatlorì de) prodotto divengono eguali 
non dobbiamo contarli che per uno nell'enumerazione 
dei divisori. 

Ii3. Osservazione. I due divisori che formano un 
gruppo, hanno per prodotto il numero considerato, che 
in conseguenza è più grande del quadrato del minore, e 
minore del quadrato del più grande. Da ciù resulta che 
fra i divisori di un numero, I4 metà hanno tm quadrato 
nlDore, o l' altra meitji un qaadrftto maggiore di questo 
numero. 

IM. Ud Duniflro divisibile per molti altri si chiama 
loro maltiplo comune; la conoscenza dei multipli co- 
muni a molti numeri è spesso utile, e puriicolarmenle 
quella del minimo tra essi che chiamasi il loro minimo 
multiplo comune. Questa teoria sarà da noi esposta nel 
presente capitolo avendo riguardo ai soli numeri interi, 
ri|crbandoci di renderla più generale dopo lo studio delle 
frazioni, 

14.5. Teorema. Indicando due numeri interi con 
le lettere A eB, con D il loro massimo comun divisore, 
e con Qe Q' i quozienti oiiàiuti dividendo A e B per D, 
gualmgue multiplo comune a questi numeri è un mul- 
tiplo del prodotto DXQXQ'. Infitti s» ha: 
A = DXQ, B — DXQ'- 

Indicando con m un nomerò intero, i multipU di A 
sono tutti dfella forma »)X^> cio^ & ^"^ *"X^X<?< Per 
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vedere se questo prodotto è anc&B mnUìpIo di B, biso- 
gna vedere se esso è divisibile per B, cioè a dire per 
DXQ'' divisione di my^DYQ per DXO' potrà ef- 
fettuarsi dividendo prima mX^XÓ P^r D, poi ii risul- 
talo per Q'. La divisione per D dà per quoziente mX)?. 
clie dev'essere divisibile per Q'; ma Q' è primo con Q, 
dunque (123) deve dividere il fattore m, e per "conse- 
guenza, k essendo un numero intero, 

sostituendo ad m questo valore, si ottiene per la forma 
più generale che possa avere un multiplo comune ai due 
numeri AaB^ 

ciò che dimostra la proposizione enunciata. 

È poi evidente clie questa espressione rappresenta, 
quale che siasi k, un multiplo comune ad e B; giac- 
ché dividendola per DXQ ® ^X&i. ^ quozienti ottenuti 
sono rispettivamente i numeri Interi A)<Q' ^ ^Xtì- 

lli6. Os^RTAZiONE. Il minimo multiplo cornane 
corrisponderà al valore i = 1, ed è, per coDseguenza, 
flXOXO'- prodotto del numeri A e B ò uguale. a 
DXflXOXff) e il quoziente della sua divisione per D 
è evidentemente il minimo multiplo cornane che abbia-* 
mo ottenuto. Possiamo dunque enunciare i teoremi se- 
guenti: 

1°. Il minimo mvltiplo comune a due numeri è 
uguale al prodotto di questi due numeri diviso pel loro 
massimo comm divitore; 

2". Gli altri multipli comuni sotto i multipli del 

minimo. 

Se i due numeri dati sono primi ira loro, è chiaro 
che il loro minimo mulllpio oomuùe, èli prodotto stesso 
di questi numeri. 
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EsEUPio. Abbianei i nameri 312 e 108; il cui 
massimo comus divisore è 12. Il minimo multiplo dì 



so Ì^X108=26X108 = 2808. Gli altri multipli so- 
no 2808X2, 2808X3, 



147'. // minimo multiplo comune a piè numeri 
interi, è lo slesso di quello del mìnimo multiplo di due 
ira essi e dei numeri dati rimanenli, 

Abbiansi, per esempio, i quattro numeri ^, C, D, 
e sia jtf II minimo mullìplo comune ai due primi; dico 
cbe il minimo multiplo comune ai numeri M, C, D, è 
ancbe il minimo multiplo dei numeri proposti. 

Infatti, qualunque multiplo comune ai numeri A, 

B, C, D, essendo un multiplo di j1 e di jff, è ancbe un 
multiplo del loro minimo multiplo comune M; esso è 
dunque un multiplo comune dei numeri M, C,-D. Reci- 
procamente, qualunque multiplo comune ai numeri M, 

C, D, essendo un multiplo di M, è un multipla di /I e 
dì.B cbe sono divisori di M; esso è dunque un multi- 
plo comune ad A, B, C, D. 

Quindi i numeri A, B, C, D, hanno gii stessi mul- 
tipli comuni che i numeri JH,.C, D; dunque il minimo 
multiplo comune degli uni, è anche il minimo multiplo 
comune degli altri. 

148'. I<)«virtù di questo teorema la ricerca del 
minimo multiplo comune a più numeri interi, è ri- 
dotta a quella del minimo moiliplo comune a due soli 
numeri. 



qiinsti due numeri è 



31-2x108 
12 



-, 0 ciò eh' è lo stes- 
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E invero, ritenute le denominazioni procedenti, bì 
è dimostrato che il mioimo multiplo comuae ai numeri 
interi 

A, B, C, D. 

è uguale a quello di 

M. C, D. 

Applicando il teorema precedente a questi ultimi 
tre numeri e chiamando M' il minimo multiplo comune 
a jlf e a C, &i dimostrerebbe al modo stesso che II mi- 
nimo multiplo comune a questi tre numeri, o ciò che è 
Io stesso, il minimo multiplo del quattro numeri pro- 
posti è uguale a quello di 

Possiamo quindi enunciare la seguente regola: 

Per trovare il minimo multiplo comune a pi^ nu- 
meri, bisogna prima cercare il minitììo multiplo comune 
a due fra essi; poi il minimo multiplo comune al nw- 
mero così ottenuto e ad un terzo dei numeri proposti; e 
così di seguito sino. a che siansi adoprati tutti i numeri. 
L' ultimo minimo multiplo comune ottenuto a qtwsto 
modo, è quello dei numeri proposti. 

Osservazione I. Tntti i multipli comuni a ptò nu- 
meri sono divisibili pel minimo tra essi. 

Rileniamo le medesime denominazioni di sopra. È 
chiaro che qualunque multiplo comune ai numeri A, B, 
C, D, è ua multiplo comune ad M, C, D; per la slessa 
ragione è od multiplo comune ai numeri M' e D, e per 
conseguenza è divisibile pel minimo multiplo di questi 
due numeri. 

Osservazione n*. Il minimo multiplo comune a 
piU numeri primi fra loro, è uguale al prodotto di 
questi stessi nttmeri, }**j>ah\t/ 
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AppUoasioDe della lidmìane dai niunaiì in bHori primi 
alla ricalca del mininM) mnltiplo cimnin*. 

1I»9. Per trovare il mlDÌmo tnaltiplo comune a più 
numeri, si può ancora risolverli in fattori primi e 
formare il prodotto di tutti questi fattori prendendo 
ciascuno di essi col viaggiare esponente col quale si 
trova nei numeri dati, 

Abbiansi, per esempio, i numeri 

n loro minimo multiplo è: S^X^'X^X"^*- 

Infutli, questo prodotto è evidentemente divisibile 
per ciascuno doÌ nuniiTi dali; di più, qualunque nu- 
mero divisibile per 200, 5t)0 e IW, dove oonlt^nere il 
fattore 2' ciie si trova in 200; il fattore 5' che si trova 
)D 500, e i Tattori 3 e 7* che b1 trovano in 1^7, Quindi 
□OD può essere minore del prodotto di questi littori che 
6, per coDStiguenza, 11 loro minimo multiplo comune. 

I. Se n in>1ica un numero itilero qualunque, il pro- 
dotto ii{n-i-l)[2ii-f-l), è divisibile j.er 0. 

II. a e b indicando due numeri interi, il prodoElo 
ab[a'-i-i»*j(a'— 6^) è divisibile per 30. ,,-». 

ìli. Se i divisori di un uuuiero si dispongono per ordine 
di graiidez/a, cominciando dall'unità, che ò il mìnimo dì 
questi dìviiiori, G terminando col numero stesso, .che è il mag- 
giore, il prodotto (li (lue divisori presi in questa serie a eguiil 
distanza dagli eslremi, è costante ed eguale al numero stesso. 

IV. Il quadralo di un numera primo diminuito di 
nn'onilà è sempre divisibile per 12 [3 e 3 Tanna eccezione). 

V. - Per trovare il massimo cowun divisore di Ire qu- 
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meri, À, B o C, Bi può procedere nella maniera eegaeute: 
formare i C primi mnllipli di ^4 o di B: 

A, 2A. 3A, CA. 

D, 2B, 3/( CB. 

e cercare qnante voile ì dne numeri corrispondenU in questo 
due linee, sono simntlaneamente divisibili per C. Questo nu- 
mero di volte A il massimo comun divisore domandato. 

. VI. Per trovare il mas^mo comnn divisore tra un na-, 
mero A, e il prodollo di molti altri MXNXP, possiamo cer- 
care 11 massimo comun ditìaore J> di J e di Jtf, dividere A 
per i), e cercare il massimo comun divisore & del quozien- 
te 0 e di N; dividere Q per ff , e cercare il'massimo comari 
divisore D" del qiio^ienle Q' c di P; il massimo comun di- 
visore di ^ o ili MX^Xf siirà DxO'XD'. 

VII. Se a e 6 indicano due numeri inleri primi fra 
loro, ar—ab-hb^ e a-hb non possono avere allri fallori primi 
comuni che 3. 

Vili. Se sulla circonferenza ili un circolo si segna un nu- 
mero m di punii, che si uniscono di n in n, 1". Si iinirà sempre 
per tornare al punto di partenza; 2". Se ni e n sono primi fra 
loro, non ci sì tornerà che dopo avere incontralo tulli gli al- 
tri punti di divisione; 3°. So ciò non ha luogo, il numero dà 
punti incontrali sarà un divisore del numero m. 

IX. 11 prodollo di tulli i numeri inleri consecutivi dal 
fino a p—i, è sempre divisìbile per p, se p non A primo, e 
non Io è mal nel caso contrario. 

• X Se due Domerì a e 6 sono primi fra loro, il massimo 
comun divisore di a-i-f> e di a—b è al più eguale a 2. 

\I. In quanto maniere un numero può risolversi iif un 
prodotto di duo falluri primi fra loro? Provare che questo 
numero di maniere è 2"~'— 1, n essendo il numero dèi fat- 
tori primi disliiili che dividono il numero proposto. 

XII, Il proilolto di lì numeri inleri consecutivi, è sempre 
divisibile pel prodollo desili n primi numeri; IXSX^X-i — • 

XIII. Il prodollo 2X6X10XH X18X*n— 6. ò divi- 

dbile, qualunque sia n, per 2X3X<X'tX6X »• 
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XiV. aeh essendo due numeri primi, vi sono (a — — i) 
numeri primi ad nX^i e minori di ay,b. 

XV. Se <i, b, r, d, ìndicnno quattro Dameri primi con 
onquinlop, e clic aXb—a'Xb' e a— rf Bieno divisibili perp, 
anche 6— b' sarà divisibile por ji. 

XVI. 11 minimo multiplo comune a (re numeri é u!;ualc 
al loro prodotto molliplicalo pel massimo coman divisore, e 
diviso pel prodotto dei loro massimi comuni divisori due a due. 

XVII. Il minimo multiplo di quattro uamerì è ugnala 
al loro prodotto moltiptìcalo pel prodotto dei loro massimi 
oomun divisori tre a tre, e diviso j>el prodotto dei loro mas- 
simi comoni divisori due s due. 



DefiniiioBS d«II« ftkiiaiii. 

150. Dividendo una grandezza in parli eguali, la 
riunione di un cerio numero di quesle parli si cliiania 
una frazione di questa grandezza. Una frazione dipende 
dal numero delie parli nelle quali Ja grandezza è stata 
divisa, cbe si chiama il suo denominatore, e dal numero 
di quelle che sono siale riunite, che chiamasi suo nu- 
meratore. 11 numeratore e il denominatore di una fra- 
zione SODO talvolta chiamati i suoi due termini. 

Ver scrivere una frazione, si scrìve il numeratore al 
di sopra del suo denomìDatore, e si separano con ma 
linea orìEzontale; per ennnciarlo, si legge prima ti nu- 
meratore, e si aggiunge il nome del denominatore segnilo 
dalla terminauoDe esimo. 

Tempio. Sb l' unità si divide in quattordici parti 
eguali, la riunione di dieci di queste parti si rappresenta 
con {S, che el pronuncia dieci quattordicesimi. 

. Vi ha eccezione pel denominatori % 3, ^, 5, 6, 7, 
8, 9, 10; pei quali si dice mezzo, terzo, quarto, quinto, 
sesto, settimo, ottavo, nono, decimo. 

Quando una grandezza è una frazione dell'unità, 
questa frazione è il numero che le serve di misura. 
Questo numero è astratto quando non s' indica la specie 
dell'unità. Quando si opera sopra numeri astratti, bi- 
sogna intendere che l' unità alla quale si riferiscono non 
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è Stata flasata, ma potrà esserlo u%riormente in un 
modo qualunque. 

151. OssERTAziOHE 1. La definizione delle frauoni ^ 
DOD suppone il denominatore maggiore del numeratore. 
Per esempio, V ^ frazione che esprime uodici volte 

U terzo dell' unità. 

Osservazione 11. I numeri interi si possono consi- 
derare come frazioni aventi per denominatore i'unilà; 
per esempio, 3 è uguale a f. 

Qualunque numero intero si può considerare anche 
come una frazione avente per denominatore un numero 
dato. Abbiasi per esempio 2, che vogliamo trasformare 
in una frazione avente per denominatore^; siccome 
l' unità è uguale a 7 settimi , 3 unità sonò eguidt a 2X7 
settimi, cioè a<^ o. V> Quindi possiamo dire che: 

Per trasformare Un intero in una frazione che ah- 
bia per denominatore un numero daiq, basta moltipti- 
eare l' intero per questo numero, e dare al prodotto 
SUeato stesso numero per denominatore. 

Teoremi lelalivì alle Frazioni. 

152. Teorema I. Una frazione è uguale al quo- 
ziente della divisione del suo numeratole pel suo deìio- 
minatore. 

Per esempio, è il selliiiio di 15; infatti, il setti- 
mo di 15 contiene il settimo di ciascuna delle quindici 
unità che compongono 15, cioè a dire 15 volte \ o y. 

QuL'sto teorema si può provare ancora nel modo se- 
guente: si ha (39) 

cioè a dire che 15 unità ripetute 7 volte danno lo stesso 
prodotto di 7 unità ripetute 15 volle. Se dunque siprende 
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per uniti J (e ciò può farsi, poiché 1' unità è una quan- 
tità complelamente arbitraria), sì vede che 15 settimi ri- 
petuti 7 volte danno lo atesso prodotto che 7 Settimio 1, 
ripetuto 15 volte, cioè che 15 setlimi ripetuti 7 volte 
danno per prodotto 15, e che, per conseguenza, 15 set- 
timì sono il settimo di 15. 

153. 11 teorema precedente può enancìarsi in un 
altro modo. Moltiplicando una frazione pel suo denomi- 
natore, si attiene per prodotto il numeratore. 

Infatti, dire che V ^ U setlimo di 15, vale lo stesso 
che dire che y ripetuto selle volte, dà per prodotto 15. 

154. OssEHVAZiONE. Dal teorema precedente si de- 
duce in generale che, a quoziente di una divisione è 
uguale al quoziente itUero, aumentato ài una frazione 
avente per numeratore il resto e per daiomit^ore il 
divisore. 

Sia, per esempio, da dividere 43 per 9, il quoziente 
intero è 4 il resto 7, cioè a dire che il nono di 43 si 
compone di 4 unità, più il nono di 7; esso è dun- 
que 44- 

Da ciò si deduce che quando una frazione è mag- 
giore dell' unità, si può ridurla a un numero intero au- 
mentalo da una frazione minore dell' unità. 

Esempio, f è uguale a 14 + J. 

155. Teorema II. Se il numeratore di una frazione 
si moltiplica o si divide per un numero intero, la fra- 
zione è moltiplicata o divisa per questo numero. 

Infatti, il denominatore restando lo stesso, le parti 
dell'unità che compongono la frazione, conservano Io 
stesso valore; se duaqoe se oe prendano due, tre, quat- 
tro, .,„ volte più, o due, tre, quattro, volte meno, 
il risultato sarà due, tre, quattro, ^. volte maggiore, 
0 due, tre, quattro, .... volte minore. 

EsEDipio. V è il triplo di I, H il ferzo di V- 
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156. Teohema IH. Se il denominatore di una fra- 
zione si moltiplica o si divide jier vn numero intera, la 
frazione è divisa o moltiplicata per questo numero. 

1°. Sia, per esempio, la frazione |: bisogna pro- 
vare clic molliplicaruio il denominatore per 4 si otlienc 
iin:i fra/.ioiie, che è il quarto della prima. 

lafaLLi, so dopo aver divido 1' unità in 9 noni, si di- 
vide ciascuno di essi in quattro parli eguali, si olter- 
ranDO io tutto 36 parti eguali, che saranno, per conse- 
guenzu, del tretitaseiesimi. Dunque 3^ è il quarto di un 
nono, e per conseguenti, cinque treataseiesimi, sodo il 
quarto di cìaque noni. 

2". Consideriamo la frazione bisogna provare 
che dividendo it denominatore per si ottiene una fra- 
zione I, che d li qnadru[do della primo; inatti, la di- 
mostraKione precedente prova che ^ è il quarto dì {, 
dunque ; è il quadruplo di 

157. Osservazione. Per moltiplicare una frazione 
per nn numero intero, si può (155) moltiplicare il suo nu- 
meratore 0 (156) dividere il suo denomiiatore per questo 
numero intero. Il primo modo è sempre applicabile; ma 
il secondo esige che il denominatore sia divisibile pel 
moltiplicatore considerato. 

Per dividere una frazione per un numero intero, si 
può (155) moltiplicare il suo denominatore 0 (156) di- 
videre il suo numeratore per questo numero intero. li 
primo modo è sempre applicabile; ma il secondo ri- 
chiede che il nameratore sia divisibile pel divisore con- 
siderato. 

158. Teorema IV. Il valore di una frasione non 
varia moltiplicando 0 dividendo i suoi due termini per' 
uno stesso numero. 

Abbiasi la frazione dividendo il suo numeratore 
per 3 si ottiene 7*,, che è (155) il terzo di ^ ; se poi si dì- 
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vide il deDoaimatore per 3, il risultato f è (156) il lii- 
pìo di e per conBegueaza eguale a ^. 

Si proverebbe al modo atesso che non si altera il 
valore di una frazione moltiplicando ì suoi due termini 
per uno stesso numero. 

Bidiiiìons di aita frasìon* alla lua più lem^ee «■preiuone. 

159. Dna frazione sì può (158) i'nndere più semplice 
dividendo i suoi due termini per uno slesso numero. Se 
questo numero è il loro massimo comun divisore, i due 
termini diventando primi tra loro, non potranno pili 
diminuirsi con lo stesso metodo. 11 teorema seguente 
prova di più che è impossibile, in qualunque modo, di 
dare alla fraeione ana foriba pìb semplice. 

160. Teobeha V. Una frazione i cui tmaini sono 
primi tra loro è irriducibile, cioè a dire che è impos- 
sibile esprimerla con termini minori. 

Sia, per esempio, la traiSom J| i cui termini sono 
primi tra loro, e supponiamo che sia eguale ad un'altra 
frazione 4, in guisa che si abbia: 

T ^ ■2S ■ 

Moltiplicando per b i due membri di quest'egua- 
glianza, i prodotti saranno eguali: ma t moltiplicato 
per b dà (153) per prodotto a; i} moltiplicato per b dà 
per prodotto avremo dunque: 
i9Xb 

In questa eguaglianza ti è intero, dunque 28 divìde 
ejaltamenle il prodotto 19X''; ma è primo con 19; 
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dunque (193) divide ft, e si ha, indicando con j nn quo- 
ziente iDlero, 6=a8x9- H valore di a diventa allora: 

Dunque a e 6 sono maggiori di 19 e 28, .«4 eguali 
ai loro prodotti per ano stesso numero intero q. 

161. OssERVAziOME. Da ciò che precede risulta che 
per formare tutte le frazioni eguali ad una data frazione, 
l>a8ta rendere questa frazione irriducibile, e poi molli- 
plicare 1 suoi due termini per la serie dei numeri in- 
teri, a, 3, 4, „.„ 

Esempio. Per formare tulle le frazioni eguali a jVo, 
si divideranno i due termini di questa frazione pel loro 
massimo comuo divisore 5, e diverrà ^ essendo ir- 
riducibile, le sole ftazioni che le sieno eguali sono ì|, 

luì 1 fti , ec. 



RidiBioiM di doa o piA ftaiìonì alla^uo danmnÌBNline. 

1G-2. Ridurre (lue o più frazioni allo stesso deno- 
minatorn, significa trovare altro frazioni, rispettiva- 
mente efimili alle prime, e che abbiano uno stesso deno- 
minatore. Questa riduzione può sempre effettuarsi. 

Consideriamo prima due frazioni, | e ^. I>er ridurlo 
al medesimo denominatore, è evidente che basta molti- 
plicare i due termini dì ciasoona di esse pel denomina- 
tore dell* allraj infatti !e due frazioni • 

5X» _ 55 3X8 _ 24 
8X11 8g 11X8~ 88 ' 

formate a qnesto modo, sono eguali rispetlivamRnle alle 
date, e hanno lo^jtesso denominatore 88. 

Se le ffaiioni sono più di due, si moltipiicheranno 
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ì due termini Ut ciascuna di essa pel prodolto dei deno- 
niinalori di tulle le allre, ed allora il denominatore co- 
mune sarà uguale al prodotto dei denominatori dati. 

Esempio. Siano le fraxioni f , |, |, i; «aerando co- 
me bì à detto, le nuove frazioni saranno 

5X8X'i-X6 3X7X4X6 3X7X6X6, IX'ÌX^ X'^ . 
7X8XW 8X7X4X6' 4X7X8X'F 6X7X8Xt' _ 

ovvero, effettuando le moltiplìcazion! ^ 

1344' 13H' 13U ' 1344'^ 

163', Osservazione. Quando si vogliono parago- « 
nare due frazioni fra di loro è necessario ridurle prima 
allo slesso denominalore. Così, per esempio, se si vo- 
lesse sapere quale delle frazioni e {^,è la maggiore, 
bisognerebbe ridurle prima allo stesso denominatore, e 
le frazioni j|| che ne risultano, mostrano cbiara- 
mente che la prima è maggiore della seconda. 

RijiuìoBe delle ftuioni «I iwìniiBo ddumMMtora oamirne. 

164. SuppODìfuno le frazioni date, ridotte alla loro 
più semplice espressione, cioè a dire ridotte a frazioni 
irriducibili; ciascuna di esse non può essere eguale {160) 
che a frazioni i cui termini siano multipli dei suoi. Un 
denominatore comune deve dunque essere ad una volta 
multiplo di tutti i denominatori cosi ridotti, e il più pìc- 
colo valore ehe possa avere, è il loro minimo multiplo 
comune. Per darei alle frazioni questo denominatore co- 
mune, bisognerà moltiplicare ì due termini di ciasctma 
di esse pel quozirate della divisione del minimo malU- 
ji1o pel suo denominatore. 
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Esempio. Riprendiamo le frazioni f, |, j, j, che 
sono irriducibili, 11 niìninio multiplo dei loro denomina- 
tori è 168. Perditi le frazioni acquistino questo denomi- 
natore, si moltiplicheranno i due termini della prini;i 
per ^l'> 0 21, guelii della seconda per '|' o 21; quelli 
della terza per o 42, e quelli della quarta per 'g' 
o 28; allora' diventano 

120 63 126 28 
168' 168' 168' 168' 

AddinoiiB e sottraiione delle Iranonii 

■ 165. Quando delle frazioni hanno lo stesso deno- 

minatore, si addizionano o si Sottraggono sommando o 
sottraendo i loro numeratori, e dando al risultato -il 
denominatore comune. ■ 

È evidente, per esempio , che aggiungendo due sel- 
limi, tre settimi e quattro setlinii, si ottiene un numero 
di settimi eguale a 2-h3-i-V, cioè a dire 9 settimi, si ha 
' dunque a -f- ^ 4- -? — . 

La diffurenza tra \l e j'j è cvidenleraente anche un 
numero di tredicesimi eguale a 12 — 4, o 

166. Quali che siano le frazioni da sommare o da 
sottrarre, si ridurranno allo stesso denominatore, e si 
opererà poi secondo la regola precedente. 

Siano, per esempio, le frazioni | e f : ridocoidole 
allo stesso denominatore, diventano e la loro som- 
ma è dunque j| e la loro differenza ^. . 

Osservazione. Quando vogUon^ sommare o sot- 
trarre dei numeri di cui alcuni sono interi, si possono 
considerare questi ultimi come frazioni aventi per deno- 
minatore l' unità, e la regola precedente non riceve al- 
cuna modificazione. 
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EsEBiFio*. Debbanei sommare ì numeri 13-t-i, 
3-(-f, V+J. Si ha 12+1 = ^^+1 = ^-1-1=;^; 8+3 
= 5+1=^+1=^; 7+ì=f+j=¥+|=¥.Qaindi 
la somma dei tre numeri dati si riduce a quella delie 
frazioni ^, ^, ^. 

Si può acche proce'dere in un altro modo, som- 
mando gl' interi fra loro e le frazioni fra loro; la som- 
ma è quindi 



167. Quando si prende una certa frazione di una 
grandezza, si dice che si mollipìica per questa frazione. 
La grandezza moltiplicata si cliiama moltiplicando, e il 
risultato il suo prodotto per la frazione che fa da mol- 
tiplicatore. Cosi, raoltìpiicare una grandezza per |, si- 
gnifica prenderne i due terzi. In aritmetica la grandezza' 
da moltiplicare è rappresentata da un numero, e ai 
cerca il numero che esprime il prodotto. 

Per moltiplicare due fra:iioni, bisogna dividere il 
prodotto dei nuìueratori per quello dei denoìnimtori. 
Debbasi moltiplicare ^ per , cioè a dire , debbansi pren- 
dere i l'i di ? ! per quesl' oggetto, si prenderà l' undo- 
cimo di 9 e si ripeterà tre volte; ora l' undecimo di | 
è (156) ~, e il triplo di-^ è (155)^, tal è dunque 
il valore del prodotto. 

Questa regola può dimostrarsi ancora nel seguente 
modo. Moltiplicando la frazione | per 3, il prodotto^- 
che ne risulta, è 11 volte più grande dei prodotto che 
si cerca, giacché il moltiplicando 3 è 11 volte più 
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gra&de di ^ ; gaindi per ottenere II prodotto Tichieato 
bìBogna dividere ^ per 11, ciò che dà^-. 

Osservazione 1. 1 Duqieri interi essendo frazioni il 
coi denominatore è l' unità, la regola generale si ap- 
plica al caso in cui il moltiplicando è intero. 




OsSEBVAZioiiB ir. La moltiplicarne delle flrazioDi 
unite agli interi non offre alcuna difGcoltà, avvertendo 

di ridurre ad una sola frazione qualunque fattore com- 
posto di un intero c di uii;i frazione. Ma questa molti- 
plicazione può elTi:ttuarsi ancora in un altro modo. 
Debbasi moltipiicare 3 -f-f per 4-{- j"^. Si ha 



(3-h|)x(4+2) = 3x^3XÌ+5x»+|xÌ 



Osservazione III. Il prodotto di due frazioni non 
cambia invertendo i fattori, giacché, per la regola prece- 
dente, ciò torna lo stesso che mutare l'ordine dei fattori 
che formano il sno numeriaore e il suo denominatore. 

Go^, per esempio* 



11^7 iJX^' 7-^11 7X11' 
ma 3X2—2X3, e IIX'^'XH, dunque si ha 




63+22Q-t-i5 
77 
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168. Il prodotto di molUi fraatooi si definisce come 
quello di molti numeri interi; è il risultato ottenuto 
moltiplicando le due prime frazioni, poi il loro prodotto 
per la terza, poi il nuovo prodotto pur la quarta, ec. 
Un simile prodotto è, per la regola precedeute, eguale 
al prodotto dì tutti i numeratori diviso per quello di 
tutti i denominatori. Quale che sia l' ordine dei fat- 
tori, il suo numeratore e il suo denominatore saranno 
sempre composti dei medesimi fattori interi, per conse- 
guenza il prodotto di tnoUa frontoni ffoffi^'a tnver- 
tendo i fattori. 

. Procedendo in un modo affatto analogo a quello te- 
nuto pei numeri interi ('i'O, 41), si potrsnoo dal prece- 
dente teorema dedurre i seguenti: 

Per moltiplicare un numero pel prodotto di molti 
fattori, et può meltiplicarlo successivamente per questi 
diversi fattori. 

Per móltiplieare m prodotto per un altro pro' 
dotto, basta formare un prodotto unico coi fattori del 
tnoHiplictmdo e con quelli del moltiplicatore. 

In un prodotto di più fattori si può sostituire ad 
un ìtamero gualungue di fattori il loro prodotto effet- 
tuato. 

DiTÌsione delle fraiiom'i 

169. Dividere una grandezza per una frazione si- 
gnifica formare una seconda grandezza che moltiplicata 
per questa fazione riproduca la prima. La grandezza 
divìsa si chiama dividendo, la frazione per la quale si 
divide dicesi divisore, e il risultalo dell' operazione si 
chiama ^oliente. In aritmetica la graodem da dividere 
è rap^sentftta da un numero, e si cerca U numero 
die rai^resenta il quoEiente. 
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'Per dividere una graadexsa per unafroxiane, basta 
moltiplicarla per la frazione divisore rovesciala, 

Debbasì , per esempio, dividere per ^ una granàeizo. 
che chiamo A. Si tratta di trovare un numero il cui pro- 
dotto per I sia eguaio ad A; in guisa che i ^ del quo- 
ziente equivalgono ad dunque \ del quoziente è il 
quarto di A, e per conseguenza sette settimi del quo- 
ziente 0 il quoziente stesso è i sette quarti di A, o il pro- 
dotto di^ per la frazione l ; ciò che bisognava dimostrare. 

' Da ciò si deduce che per dividere un numero intero 
o frazionario per una frazione, basta moltiplicarlo per 
la frazione rovesciata. 

Esempio, f divisa per .fj da per quoziente fX¥=ii' 

Questa regola può dimostrarsi ancora nel seguente 
modo. Debbasi dividere | per f Dividendo f per &, il 
quoziente è 7 volte più piccolo del quoziente che. si 
cerca, perchè & è 7 volte più grande del divisore vero; 
quindi per ottenere il quoziente richiesto, basta molti- 
plicare 5^ per 7 , ciò che dà |^ . 

Si può anche trar proQtto dal principio già dimo- 
strato (67) che il quoziente non muta moltiplicando il 
dividendo e il divisore per uno stesso numero. Infatti, 
moltiplicando | e f per J, si ha ^ e ^ ossia 1^ ora 
un numero qualunque diviso per 1' unità dà per quo- 
ziente il numero stesso, dunque ec 

170. Osservazione. Le parole moltiplicazione e di- 
visione applicate alle frazioni, sono evidentemente sviate 
dal loro senso etimologico, nel quale, moltiplicare, si- 
gnifica prendere più volte, e dividere,, ridurre in più 
parti. Per mostrare che, malgrado ciò, queste opera- 
zioni sono affatto analoghe a quelle che si riferiscono 
ai numeri interi , basterà esaminare il significato delle 
'cfìnizioni date (167, 169), nel caso di un moltiplicatore 
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0 d! un -divisore ìDtero, posto «tUo forma di frazione, | 
per esempio. 

Moltiplicare ana grandezza per | (167), tignifica 
prenderne 6 volte la met&, cioè a dire II triplo. 

Dividere una grandezza per | (169), significa tro- 
vare una seconda grandezza di cui la prima ^a i J, cioè 
a dire la tripja; questa seconda grandezza è evidente- 
mente il lerco della prima. 

La coincidenza delle due deOnizloni nel due casi 
è evidente. 

AppUeadoDi della teoria dette fieiloni. 

171. 1°. Unpalo verticale è diviso in quattro parti. 
La prima è la seconda ie la tersa i f della sua al- 
tessa totale ; la quarta è^di metro. Qual' è V altexza- 
del palo? 

Le tre prime parli riunite formano J-l-Ì-f-^ o |f 
dell* altezza totale; quindi la quarta n* è gli J}. Ha questa 
parte è ^ di metro, quindi gli J{ del palo equivalgono ' 
a A di metro, cioè a dir? che l' altezza del palo molti- 
plicata per dà per prodotto ^ di metro. Dunque 
quest'altezza è il quoziente della divisione' di fi di me- 
tro per 6^ ^ espressa da 

11^11 121' 

2". Una palla elastica rimbalsa ad un' allessa 
egvalc ai \ di quella dalla quale è caduta; dopo aver 
rimbalzato tre volte, si eleva ad un' altezza di \% di 
metro; da quale allessa è caduta la prima volta? 

Poiché la palla è rimbalzata (re volte, 1' altezza alla 
quale si eleva è uguale a quella da cui è caduta la pri- 
ma volta moltiplicata tre volte pel fattore |, cioè a dire 
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per f XSXi=À> ^fi dell* altezza che *si cerca 
soao dunque ^ di metro, e quest'altezza ò per conse- 

guenia uguale al quoziente della divisione di jp per .f, 
(aX7-;j_MTT_.7i'n_,__,,_ 
-8X16 i-s ■ 

3°. Uìia fontana riempie mia vasca in l di ora, 
un' altra la riempie in l di ora. In quanto tempo la 
rieinpiramio tutte e due versando contemporaneamente? 

Poicìiò la prima Fontana riempie la vasca in J di 
ora, in di ora ne riempirà |; dunque in un' ora riem- 
pirà I della vasca. 

Cn ragionamento analogo proverebbe che la se- 
conda fontana può riempire in ud' ora i ^ della vasca. 

Da ci6 segue cbe le due fontane versando contempo- 
raneamente per un'ora riempiono f della vasca; danquQ ^ 
della TSEca sarà riempita in i di ora* e quindi tutta la 
vasca sorbi riempita in { di ora. 

Le soluzioni precedenti richieggono, per esser bene 
intese, che U abbia un'idea chiara di ciò che significa 
molliplicare o dividere una grandezza per una frazione, 
ma è questa la sola difficoltà che offrono. 

GentraliiEBiiane della teorìa delle irozioiiii 

172. Il quouente della divisione di due numeri in- 
teri Bì può 'porre sotto forma di frazione, scrivendoli 
r ano al disotto dell'altro e separandoli mediante una 
linea orizzontale. Questa notazione si applica sovente a 
numeri Don interi; per esemplo, per indioare il quo- 
ziente della divisione di f per |, si scrive e si dà, 

per analogia, il nome di frazioni a simili et^prcssioni. 

È importante mostrare che tutte le rcf^olu relative 
al calcolo delle frazioai, vi si applicano senza eccezione. 
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E questo sarà da noi fatto nei seguenti teoremi, ove, per 
]}revità, abbiamo indicati con le lettere a e b i nume- 
ratori e i denominatori frazionari di queste espressioni. 

Teorema VI. / due termini di una e^essione 
della forma si possono moltiplicare po' uno stesso 
numero intero o frazionario. 

Sia m un numero qualunque; bisogna provare che: 
a oX*» 

ladicbiamo con q il valore dei quoziente ~. La quan- 
tità q sarà sempre eguale ad una frazione a termini ìd- 
teri, quantunque a e b sieno frazionari , giacché il quo- 
ziente della divisione di due frazioni è una frazione. 
Per deSnisione si avrà: 

Moltiplicando i due membri di questa eguaglianza pel 
numero m, si avrà: 

Questa nuova eguaglianza esprime che g- è il quoziente 
della divisione di ayjn per by,m; si tia dunque 



ciò che bisognava dimostrare. ' 

Osservazione. Dal teorema precedente segue che 
piti espressioni della forma ^ si potranno ridurre allo 
stesso denominatore, in un modo a&ittto analogo a<quelIo 
osato per le CIrazioni a termini inlerL Quindi l'addizione 
e la sottrazione di quest' espressioni aoù offre alcuna dif- 
ficoltà. 

173. Teorema VII. /; prodotto di due espressioni 
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della forma ^, j è uguale al prodotto dei numeratori 

diviso per quello dei denominatori. 

Chiamiamo g e q' \e frazioni a termini interi che 
sono eguali ad f e i-; si avr;i 

a c , 

T = "-li=''- 

e per definizione , 

a = qyj}, c = q'X<^- 

Il prodotto dei primi membri dev' eraere eguale a quello 
dei secondi, si avrà dunque 

aXc =z iqXb)X(^'X^ = qXMf'Xd). 
Quest'eguaglianza esprime che il prodotto qXo' ^ uguale 
al qnouente della divisione di aXc per bX^r cioè a 
dire che 

Ciò che bisognava dimostrare. 

174. Teorema Vili. Per dividere una grandezza 
per un' espressione della forma ^ i basta tnoliipUearla 
per V espressione rovesciata ^ . 

Sia A una graodezza da dividere per f;liiaogna tro- 
vare una seconda grandezza Q, che moltiplicata per ^, 
riproduca A. Si deve dunque avere 

ovvero, moltiplicando i due membri di questa egua- 
gliania per l'espressione 7; 

ciò che bisognava dimostrare. 
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T. La popolazione dell' Asia é, secondo l' opinione di uno 
slalisla, ^ di quella dell' Europa; la popolazione dell' Affrica 
è i^; e la popolazione di America |f. Snpponendo «he la po- 
polazione é' America sia di 390257000 abilanli» calcolare 
gaella delle allre parti del mondo. 
, ' n. n mare ricopre ff della snperficie del globo. Z.a sn- 
perflele delP Asia é di qnella dell' Earopa, quella dell* Af- 
frica ^, qatAìa dell' America ^ e qnella dell' Oceania |f . 
Snpponendo che la snperBcìe dell' Affrica sia di 2970000000 
d'eltari, ealcolaro qnella delie allre parti del mondo, e de- 
dome la saperflcie totale del globo.' . 

ilL Se si aggiange on medesimo namero ai doe termini 
dt mia frazione, il riaoKalo sarà compreso tra T nnìlà e la 
frazione stessa, per modo che la frazione aumenterà se è mi- 
nore di 1, e diminuirà qel caso inverso. 

IV. La somma dei numeratori di più frazioni, divisa per 
quella dei loro denominatori, è compresa fra la maggiore e 
la minore dì queste frazioni. 

V. Due frazioni irriducibili non possono avere per som- 
ma un numero intero, se non quando hanno Io stesso deno- 
minatore. 

VI. La somma di tre frazioni irriducibili, non può essere 
un numet'o intero, se uno dei Ire denominatori contiene nn 
fattore primo clie non divide nessuno degli altri due. 

VII. Se si dispongono per ordine di grandezza tutte le 
azioni irriducibili minori dell' unità, di cni il denominatore 

è inferiore a nn numero dato, le frazioni a egaal distanza 
dalle estremità, avranno lo stesso denomiBatore e la loro 
sómma sarà l' nnità. 

Vili. Se si conaiderano le frazioni -»■> asTa» nvT» 
a 2X3 »X* 

TZ^ ' ir:^ ' > «■» provare che la somma delle n pri- 

àX.o OXo oXT 
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me è minora dell' anità e ne diOierìsoe di una quantilft eguale 
1 

* nXi ■ 

IX. Se Bi considerdbo le frazioni ~, |) ^> g'> 

potremo prenderne nn nomerò abbastanza grande perchè la 
loro somma rapAi un namero qaalnnqne grande quanto si 
vnol& 

X. VerilÌGar8Gbe,qvrionqieaiBilanmeraÌDtenin,BÌfaa 

J_ _1_ _1_ 1 ' 1 «H-l 

3 ■^SX«'*'8X7"^7X9 (2n-l-l)X(2il-i-3J"" 2in-3 ' 

XI. Se Ae B sono doe numeri interi qaslanqoe obe si 
dividono l' uno per l'altro, P essendo 11 quoziente e fi il 

resto, si avrà 



Facciamo ancora 




c cosi di seguito fino a che d (rovi una dirisione che riesca; 

{trovare che si ba 

A__ 1 1 1 .1 

«~T PPt PFt^t PPxP^t'*'^' 

XIL Se-, - , -, indicano frazioni, non irridDciblli, 
a a a ' ' 

dello stesso donomÌDalore, e che b, e, d, ablnano per massi- 
mo oomon divisore l' nnità, per ottenere altre frazioni egnali 
a ^elle e del medesimo denominatore»- bisogna moltiplicare 
i due termini di ciascuna di esse per nno stesso numero. ' 

XUI. U laslricato di Parigi occupa nno spazh) di 311 et- 
tari |; supponmdo nn lastricalo aniforme e tale che 13 pie- 
tre occnpino j di metro quadralo, qnale aaretdie il nomerò 
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delle pietre e. il loro prezzo totale, Gapponendo che per 
20 francbi se ne possano meltcre S2? 

XIT. II oonsamo annuo è, per le etrade maeslre, di 22K 
decimelri cobi per ohilometro e per mille chilDgrammi di eir- 
colazione. Qaale d0v' essere la circolasione giornaliera media 
aIBncIiè s' impiegbibo annnalmente 700 metri cobi di pie- 
trame per il mantenimento di ana strada la cui InnghezEa 
è I di cbilomeiro? Si ammetterà che il metro cnbo di pie- 
trame noli contiene, a caiisa dri tooU, che ^ di metro cobo 
di pietra. 

XV. n metro oabo di carbone in pezzi non rappresenta 
ctae ^ di metro cubo di carbone in roccia; Il carbone in pezzi 
pesando 81 chilogrammi l'cllolilro (decimo di metro cobo) 
qoal' è il volume di un pezzo di carbone ciie pesa 6S5 |f 

XVJ. La strada ferrata del Nord ha consumalo, nel ISSO, 
42341030 chilogrammi di coke. Qual' era il volume occupato 
nella mina dal carbone ciie ha prodotto questo coke, ammet- 
tendo che il peso del coke è ■ | del peso del carbone che 
servo a fabbricarlo? (Si farà uso dei dati delia questione pre- 
cederne]. 

XVII, Se s' indica, in generale, con Ea la patte iotera 
di un numero a, avremo, qualunque sia il numero indicato 
da w, 

£ic+£(ic+ i)-t-£[iin-^)-i- .... Eix-i- = EtuB, 
n indicando un nomeiro intero qualunque. 
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CAPIXOIiO IX. 

TEORIA «EWERALE »£■ MTISORI 
K OBI mVM.VMm COMUNI. 



175. Dna grandezza è detta multipla dì na' altra 
quando la contiene un numero intero di volte. La se- 
conda è allora na divisore della prima. 

Da questa deSaizione risulta che una grandezza ha 
per mulliplt: se stessa, il suo doppio, il suo triplo, il suo 

quadruplo , e per divisori: s6 stessa, la sua metà, 

il suo terzo, il suo quarto, ec. 

Esempio. Cinque minuti ha per muUipli: dieci mi- 
nuti, quindici minuti, venti minuti ec, e per divisori: 
cinque minuti, due minuti e mezzo, un minuto e due 
tmìf ec. 

Cd numero è il multiplo di un altro quando lo con- 
liene an numero Intero di volle; è 11 suo divisore, se vi 
è coDtenato, al contrario, nn numero intero di volte. 

EsEHPio. I mnltipU di f sono: { t -V' « ^ , -V i ec. E 
i sao! divisori: f , ^, ^j, ^, A» m 

OsmvAziONE. I numeri primi non hanno (Uh) al- 
tri divisori interi che sè stessi e l'uniti, ma hanno 
on* infiniti di divisori frazionari; per esempio 1 divisori 
di 7 SODO 7, i, J, f , il { 0 1, ec. 

ILesto della dìviiione di due nnineTi. 

176. Il resto di una divisione è 1' eccesso del divi- 
dendo sul massimo multiplo del divisore che esso con- 
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tiene, cioè a dire sul prodotto del divisore per la parte 
intera del quoziente. 

Esempio, s divìso per f , dà per quoziente -'^ o 15 
dunque il resto di questa divisione è | — ? X 15 e poi- 
ché I è uguale a ^X15"i-|Xfi questa differenza è 
uguale a f X i 0 A ■ generale , il resto di una divi' 
sione è il prodotto del divisore per V eccesso del jao- 
zienie esaito sulla sua parie intera. 

Teoremi relatinl aUs clnri*ibilit& dei nnmeii qaalmiqne* 

1T7. Teohema I. Qualunque numero che divide 
esattamente tutte le parti di una sommai divide Mche 
questa somma. 

La somma è infotti composta di parti eguali ciascuna 
a ua Damerò intero di volte 11 divisore, quindi essa con- 
terrà questo divisore un numero intero di volte, giacché 
la somma di molti numeri Interi è un numero intero. 

Esempio. -^^ divìde A > I? i il i dividerà acche la loro 
somma. Infatti si ha 

178. Teorema il. Qualunque numero che divide 
«n altro, ne divide i ìimltiiìli. 

Giacché i multipli di un numero polendo ottenersi 
aggiungendolo a sè stesso un certo numero di volte, è 
cliiaro che i suoi divisori dividono tutte le parli di una 
somma cosi formata, e per conseguenza (177) la som- 
ma medesima. 

179. Teorema HI. Qualunque numero che divide 
esaltamente due altri, divide la loro differenza. 
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I due termlitf dì questa differenza eontennidOf ìii' 
fatti , un numero intero di volte il divisore, sarà lo stesso 
per la dI0^reata, poiché la diOerenza di due numeri in- 
teri è rat numero intero. 

180. Teobema IV. Qualunque numero che divide 
ma' somma e una delle sue parti, divide V altra parte. 

Questo teorema non differisce dal precedente che 
per la forma dell'enunciato, poiché la secooda parte ' 
può essere considerata come la differenza tra tutta la 
somma e l' altra parte. 

Teori* gwierkle dei diviiori oomuni. 

181, Un numero che divide esattamente due altri 
si chiama il loro divisore comune. 

Esempio. | è un divisore comune di ^ e ^ , giacché 
ò contenuto due volte nel primo, e tre volte nel secondo. 

Quando tma grandezza d contennta uq nomerò 
esatto di volte in due altre, si dice ch'è il loro fitoifore 
comune o la loro «omune misura. La Beomda locazione 
è quasi esclusivamente adottata. 

Talvolta è utile conoscere i divisori comoni a due 
numeri, e particolarmente il maggiore di essi che chia- 
masi il loro massimo comnn divisore. 

Nel Capitolo Vn abbiamo esposto quanto si ri- 
ferisce alla ricerca dei divisori comuni a due o piii nu- 
meri interij ora ci proponiamo di rendere più generale 
questa teoria applicandola al caso di numeri e divisori 
qualunque. 

Osservazione. I resultati relativi ai numeri astratti 
si applicheranno, come sempre, alle grandezze cbe rap- 
presentano. Così, dicendo; Il massimo comun divisore 
di 10 e 15 è 5, si esprime ad una volta che: la più grande 
comune misura di 10 metri e 15 metri, è 5 metri; la più 
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grande comune misura di 10 terzi di metro e 15 teni 
ài metro, è 5 tcì-::i di metro, ec 

182, Teorema V. Se due numeri sono divisibili 
P imo per l'-altro, il minore di essi è il loro massimo 
comun divisore. 

KbtÀantà I numeri $ e ij^ che sono divisibili V uno 
per l'altro, polcbè il primo è uguale a 10 volte il se- 
Goodo. Une dei loro dìvìsozi comuni è gli altri do- 
vendo dividere bodo tutti inferiori a questo, numeroj 
dunque è il massimo comun divisore. 

183. Teobeha vi. Due numeri hanno lo stesio mas- 
simo comnn divisore del minore di essi e del resto della 
loro divisione. 

Abbiansi i numeri ^ e il quoziente esatto della 
loro dìvisioue o 13 -^j^; il resto è dunque (176) 
HX« oìt.esi ha 
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Da quest'eguaglianca risulta: 

1°. Che tutti i divisori comuni a ^ e | dividono ^. 

infatti questi numeri dividendo { dividono il soo 
multiplo 3 X 13; cioè dividono nna somma ^ e una delle 
sue parti j X 13, quindi dividono (180) anebe l' altra 
parte cfae è }{ . 

fio. Tutti i divisoli eomnnì a ] e ti dividono ^. 

Giaechà qoesU numeri dividendo | divìdono il aim 
multiplo j X 13, cioè dividono le due parli di una som- 
ma 13 X f ^ li > quindi (177) dividono ancbe la «un- 
ma medesima o ^ . 

Dunque; 

Tutti ì divisori coinuDì a ^ e { dividono ^^.e per 
conseguenza, e g. 
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Tptti ì divisori comuni a H e | dividono e per 
coDseguenta, e ^ . 

Queste due proposizioni riunite dimostrano che i di- 
visori comuni a^Je|oa-xe| sono affatto identici, e 
che per conseguenza il massimo degli uni, è lo slesso 
del' massimo degli altri. Ciò che bisognava dimostrare. 

Rioenm del hm mI o io nomi» dìvÌMite di dna aimnci interi 
o &wsionari. 

184. Il teorema precedente permette di sostituire ai 
due numeri di cni cercasi il massimo comune divisore altri 
■pììi piccoli. Questi ultimi potranno venir sostltuili da al- 
tri ancora più piccoli; e co^dl seguito, sino a che si per- 
venga a due numeri divisibili l'uno per l' altroj il mi- 
nore dei due sarà allora (182) il loro mwimo comun 
divisore. 

Si ha quindi la regola seguente: 

Per cercare il massimo comun divisore di due nu- 
meri interi o frazionari, si divide il maggiore pel mi- 
nore, poi il minore pel resto di questa divisione, e si 
continua così a dividere ciascun divisore pel resto cor- 
rispondente sino a che una di queste divisioni si faccia 
esattamente; l'ultimo dei divisori adoperati è il mas- 
simo comun divisore cercato. 

Percliè questa regola conduca al risultato, fa d'uopo 
che il resto di una delle divisioni divida esattamente il 
divisore. Per mostrare che ciò accade sempre , quali che 
sieno le frazioni sulle quali si oi»era, stabiliremo alcuni 
teoremi preliminari. 

185. Teorema VII. Due (rtaioni hanno sempre un 
massimo comun divisore. 

Abbiaosi le frazioni ^ e , che sì possono ridurre 
allo stesso denominatore e porre sotto la forma e ; 
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dunque ^ è un divisore cornane, ]^Ichè è coDtenoto 
volte in ana e 120 nell'altra. V esisteoEa ài aa divisore 
comune prova evidentemente quella di un massimo co- 
mun divisore. 

186. Teorema Vili. Operando conformemente alla 
regola data (18'i) per la ricerca del massimo comun di- 
visore, si trova tina serie di resti di cui ciascìino è mi- 
nore della metà di quello che lo precede di due posti. 

Indichiamo, infatti, con R un resto di posto qua- 
lunque, e con Jt, il resto seguente. Se, in conformità 
della regola generale, si divide li per R,, si avrà un 
quoiiento intero e un reato Rt; vogliamo provare che R^ 
è minore della metà di R. 

Se A è minore della metà di RiVèa più forte 
ragione, giacché i reati vanno diminuendo; biuta dun- 
que trattare II caso in coi S\ è maggiore della metà di R^^ 
In questo caso, il non contenendo che una volta Ri, il 
resto Al della loro divisione è la difTerenza R—Ri-, ora 
l' eccesso di S sopra on numero Ai maggiore della sua 
metà è evidentemente minore di questa met&. 

Osservazione. La dimosteazione precedente prova 
pure che il secondo resto è minore della metà del mi- 
nore dei numeri dati. 

187. Teorema Kf. La regola (184) per la ricerca 
del massimo comun divisore di due frazioni condurrà 
sempre, dopo vn cerio numero di operazioni, a dtie retti 
divisibili l' uno per l' altro, e darà, per eottSegvenxa, 
sempre il massimo comun divisore. 

Siano ..4 e fi le due frazioni sulle quali si opera; Il 

secondo resto (186) è minore di , il quarto minore 

di il sesto minore di ec. So dunque 1' operaiionc 
non avesse fine, i resti decrescerebbero illimitatamente, 

10 
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ciò eh* è impossibile , giacché dovendo essere tutti divi- 
sìbili (183) pel massimo comuo divisore delle due fra- 
zioni A, B, dovranno essere maggiori di esso; bisogna 
dunque necessariameiite che l'operazione abbia un ter- 
mine. 

188. Teorema X. Il massimo comun divisore di 
due numeri interi è m iivmero infero. 

Il metodo generale (184) si applica alla ricerca del 
massimo comun divisore di due numeri qualunque in- 
teri 0 frazionari. Nel caso di due numeri interi questo me- 
todo non differisce da quello che è stato esposto (Gap. VI) ; 
per conseguenza, fi massimo comun divisore di due nu- 
meri interi, trovato col metodo del Capitolo VI, è il mas- 
simo di tutti i divisori interi o frazionari, e come è evi- 
dentemente intero, la proposizione è dimostrata. 

189. Teorema XI. Qualunque mmero che iu di- 
vide due altri divida il loro mastimo comun divisare. 

Questo teorema non differisce dal precedente che 
per la forma dell' enunciato. InfUttl, gnando si dice che 
il massimo comun divieoH di due numerì interi è on 
numero intero, ciò significa die tra dae nuiiani Interi 
di volte un'unità, il massimo comun divisore è un nn- 
mero intero di volte questa unità. Ma, come l'abbiamo 
osservato più volte, la parola unità rappreseida una gran- 
dezza affatto arbitraria; sì può dunque dire: Il massimo 
comun divisore tra due numeri interi di volle una gran- 
dezza, è un numero intero di volle questa grandezza, o 
ancora: se una grandezza, ne divide due altre, divide 
il loro massimo comun divisore, ciò che diventa identico 
al teorema enunciato, quando aiìe grandezze si sosti- 
tuìscono i numeri che le rappresentano. 

190. Osservazione. La reciprocanza del teorema 
precedente è evidente: qualunque numero che divide il 
maisimocomune divisore di duealtri, divide ancbe guesti 
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due; ^accbè i dae numeri sono multipli del loro mas- 
simo comon divisore, e qualunque numero cbe ne di- 
vide un' altro, divide (178) i suoi multipli. Dunque; qua- 
lunque numero che ne divide due altri A, B, divide il 
loro massimo comun divisore D, e qualunque numero 
che divide D divide A e B. 

Da queste due proposizioni riunite risulla, che i di- 
visori coìiiuni a due nvmeri sono gli stessi di quelli 
del loro massimo comun divisore. 

Ì91. TEOREMA XII. Moltipliea7ìdo due numeri per 
«n terzo, il massimo comun divisore è moltiplicato per 
questo terzo numero. 

Supponiamo, per esempio, che siasi trovato ? pel 
massimo comun divisore di f e |, ciò signiQca che f di 
mila sono il massimo comun divisore tra \ di unità e $ 
di unità; I' unità rappresentando una grandezza aETatto 
arbitraria, si può dire che tra i | e ì f di una atessa 
grandesut II massimo eomun divisore è i f di questa 
grandezu; Bapponendo per consegueaza cbe questa gran* 
.dezta sia rappresentata da im numerò Intero o frazio- 
narlo m, il massimo comun divisore tra ntXI ^ *»XI 
è ugnale ad m X I • Ciò che bisognava dimostrare. 

192, OssERVAZioHE. La ricerca del massimo co- 
mun divisore di più numeri, si efTeltuerà in un modo ar- 
lotto identico a quello impiegato pei numeri interi (101). 

AHn iBuifln di oeroare il masiimo oonran dl*iiw« 
' di due o più frazioni. 

193. Per cercare il massimo comun divisore di due 
o più frazioni, si può ridurle allo stesso denominulore, 
cercare poi il massimo comun divisore dei loro nume' 
rotori, e dividerlo pel denominatore comune. 

Per dimostrare questa regola, supponiamo cbe le 
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frazioni ridotte allo stesso denoraioatore siano fi^ tì'> >^ 
massimo comun divisore tra 6 unità e 9 unità, è 3 uni- 
tà. Ora, la parola unità rappresentando una grandezza 
qualunque, si può dire che il masBloio comun divisore 
tra sei volte una grandezza e nove volte la stessa gran- 
dezza, è tre volte questa grandezza. SupponeDdo che 
questa grandezza sia espressa da se ne deduce che il 
massimo comun divisore di ]\ e j% è -^j . 

194. Osservazione. Le proposizioni precedenti 
comprendono implicitamente il teorema relativo alle 
frazioni irriducìbili già dimostrato (160). 

Una frazione i cui termini sono primi tra laro è 
irriducibile, e i termini delle frasioni eguali ad ei$a 
sono multipli dei suoi. 

Abbiasi infatti )a frazione 5 . !! massimo comun di- 
visore di 5 e di 7 ù 1' unità, per conseguenza il massimo 
comun divisore di cinque settimi e di sette settimi o 
uno, è (193) un settimo, e gli altri divisori comuni a | 
e ali' unità saranno (189) i divisori di ^, dunque 4, ]V> iit 
ec... sono i soli divisori dell' unità contenuti esatta- 
mente in f , e , per conseguenza , 1 soli denominatori pos- 
sibili delle frazioni eguali a sono: 14, 21, 28, ec... 

Vìnlmo nHiItì[AB comtUM di dna nanari. 

195. La ricerca .dei multipli comuni si collega as- 
sai semplicemente a q'aella del divisori comuni. Abbiaosi, 
infatti, due numeri A e B.\ loro multipli comuni sono 
i multipli di A, divisibili per B, cioè a dire, indicando 
con m un numero intero qualunque, i numeri delia for- 
ma mA che sono divisibili per B. Ma se mA è divisibile 
per B, la m"*™ parte di mAo A,h divisibile per la m"™ 
parte di £ o — , e per conseguenza — è un dìviaore 
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di A; ma 6 anche no divisore di S, giaccbè vi è coD(e- 
nuto m volle, esso è dunque un divisore comune ad A 
e B. 

Reciprocamente, ì divisori comuni ad ^ e £ sono i 
divisori di B, ohe divìdono pure A; cioè a dire; indi- 
cando con m'un numero intero , sono ì numeri della for- 
ma — che dividono Ma se — divide m volte — 

tn tn m 

o B, divide m volte A o mA, mA è dunque un multiplo ' 
di 27, e poichà é pure un multiplo di A, è un multiplo 
comune ad J e il. 

Si può dunque enuilclare il teorema seguente: 

Essendo A e B due-numeri gualungue, te~ è tm 
ta 

divisore comune a questi due numeri, BXm è un tnul- 
tiplo comune, e reciprocamente, se BXm è un multi- 
plo comune , ~è un divisore comune. 
m 

I divisori e i multipli comuni si corrispondono dun- 
qoe due a due , e si vede che il prodotto di ciascun di- 
visore pel multiplo corrispondente ^X^X™) 6 co- 
stante ed uguale ad ^X^* Uno di essi è per conseguenza 
tanto più piccolo quanto maggiore è l'altro, e il mini- 
mo multiplo comune corrisponde al masBlmo comun di- 
visore, in guisa che il minimo multiplo comune di due 
numeri è uguale al loro prodotto diviso pel loro massi- 
mo comun divisore. 

196. Osservazione. Se ^ è il massimo comun dì- 
visore dì due numeri A e B, gli altri'divisori comuni 
sono (189) i divisori di — , cioè a dire ee 

quindi, se mB il minimo multiplo comune, gli altri sa- 
ranno Ìm£, 3mB, hmB, ec. 



Digilized Dy Google 



ISO THATTATO D' ARinaETICA. 

PosBìamo guiodi enunciare il teorema segooDle. - 
/ multipli comuni a due numeri, sono i multipli 
del loro minimo muUiplo comune. 

Da questo teorema si dedurrebbe, per la ricerca del 
mìDimo multiplo comune a più numeri, una regola si- 
mile a quella che è stata data pel caso di più numeri in- 
teri. Ma vi ha UD' altra regola che conduce più rapida- 
mente al risultato. 

JUtro modo per otieam II niiiuaio moltìplo comune 
« dna o piA fiauonia 

197, Per trovare il minimo multiplo comune a due 
o più frazioni, si può ridurle allo stessa denominatore, 
cercare poi il minimo multiplo comune ai loro nume- 
ratori e dividerlo pel deaominidore comune. 

Supponiamo che le frasioni ridotte allo etesso deao- 
minatore siano 

8^ ao 15 

36' 36' 56' 

il minimo multiplo comune dei numeratori è 120; ciò 
significa che il minimo multiplo comune a 8 unità, 
20 mild e 15 unità è 120 unità. Ora, la parola unità 
può rappresentare una grandezza qualunque, in guisa 
die il minimo muUiplo comune a 8 volte, 20 volte e 
15 volte una stessa grandezza, è 120 volte questa gran- 
dezza. Supponendo che la grandezza sia espressa' da ^, 
si vede che il minimo multiplo tra «"t, ìi « il 6 

1. 1 lati di an rellangolo sono si**! e M^i, si demanda 
qttal distanza si pa6 dare a colonne eqaidiBlanli i coi centri 
debbono essere disposti sol contorno di questo rettangolo, in 
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modo che quallro di esse occupino i quallro verlici; la di- 
sianza di duo ceniri dovendo essere compresa Ira 3*" e 6"*, 

II. L'ago dei minuti, quello delle ore c quello dei se- 
condi Irovandosi contemporaneanienlc sulla cifra 12 del qua- 
drante, dopo quanto tempo questi tre aghi sarauno di nuovo 
riuniti? Per risolvere questo problema , si cercherà prima in 
quali momenti gì elTetluano gl'incontri dell'ago dei minuti 
con quello dei secondi, e per trovare le coincidenze di qae- 
st' incontri, bisognerà cercare ì mnlliplt comonì a dne fra- 
zioni. 

III. Qnal è il massimo mnlliplo cornane, minore di lOOOOO, 
delle frazioni Jf, ^ e ]'|? 
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DeflnìiiiMUa 

198. La semplicità dei calcoli relativi ai numeri in- 
teri risulta dalla legge di decrescimento che seguono te 
unità rappresentato dalle loro differenti ci^. Ma nulla 
obbliga ad arrestarsi in questa legge alla cifra delle 
unità semplici; c si possono mettere alla sua destra 
nuove cifre, delle quali la prima esprimerà decimi, la 
seconda centesimi, la terza millesimi ec, in guisa che 
ciascuna unità sia dieci volte minore delia precedente. I 
numeri scritti a questo modo si chiamano numeri deci- 
mali 0 frazioni decimali; e nello scriverli fa d' uopo aver 
cura di porre una virgola dopo la cifra dello unità sem- 
plici, per indicare ove cominciano quelle che esprìmono 
frazioni di unità, 

Esempio. ^75,/t:S3 significa 375 unità, 4 decimi, 
8 centesimi, 3 millesimi. 

maniera di oMUtciua U amasM dMÌnude» 

199. In conseguenza dell' adottata legge di decre-. 
scimento, le unità espresse da una ciH'a di posto qua- 
lunque, possono &cilmente trasformar» in unità degli 
ordini seguenti. Per esempio, nel numero 375,483, la 
cltn k esprime & decimi, 40 centesimi, 400 millesimi^ 
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la cifra 8 esprime 8 centesimi o 80 millesimi, e final- 
mente 3 esprime 3 millesimi. Questo numero si può 
dunque enunciare nel modo seguente: 375 unità, 483 
mille^mi. Le 375 unità rappresentando 375000 mille- 
simi, 8i paà anche leggere: 375483 millesimi. 

Ordinariamente per enunciare un numero decimale, 
si enuncia la sua parte intera, poi si convertono le tre 
prime cifre decimali in milleùmi; le tre seguenti in mi- 
lionesimi ec. 

Esempio. 1783, 313517823 sì legge: 1783 unità, 
213 millesimi, 517 milioaesjmi, 823 bilionesimi. 

Quando il numero delle cifre decimali non è un 
multiplo di tre, si termina enunciando le unità decimali 
rappresentate dall' ultima cifìra o dall' in^eme delle due 
ultime cifre. 

Esempio. 37, 51A21783 si legge: 37 unità, Bifr mil- 
lesimi, 217 milionesimi, 83 eentomilionesimi, 

200. Osservazione I. L'ordine delle unità espresse 
da una cifra dipendendo solamente dal suo posto a par- 
tire dalla virgola, si possono scrivere degli zeri alla de- 
stra di un numero decimale senza alterarne il valore. 
Così potrenio rendere divisible per 3 il numero delle sue 
cifre deciraali, e decomporlo, in tutti i casi, in unità, 
niillesimi, milionesimi ec. 

201. Osservazione II. Per rendere un numero de- 
cimale, dieci, cento, mille volte maggiore o mino- 
re, basta spostare la virgola di uno, due, tre posti verso 
la destra o verso la sinistra, giacché ciascuna cifra 
esprimerà così un valore, .^ieci, cento, mille volte più 
grande o più piccolo. Se il numero delle cifre non per- 
mettesse questo trasporto della virgola, si renderebbe 
possibile scrivendo degli zeri alla destra delle cifre de- 
cimali 0 alla sinistra della parto intera. 1 

Esilio. Debbasi dividere 75,343 per lOOQOOO. 
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rra^ortiuDO la virgola di sei pesti T^rso la sloietra, 
dopo averla aciiUo nel modo segneiOe: 

0000075,342, 

si otterrà così 

0,000075342. 

Per moltiplicare Io slesso numero per un milioDe, 
si avan^à ht vi^la di sei posti verso la destra dopo 
averlo scritto nel modo segaente: 

75,342000 , 

si otterrà cosi 

753&S000. 

202. Teorema. Un' unità decimale di un eerfo or- 

dine è sempre maggiore della somma dei numeri espressi 
dalle cifre che la seguono. 
Se, per esempio, si scrive 

0,3i78 

qualunque sia il numero delle cifre che seguono 8, il 

loro insieme non esprìmerà un diecimilesimo. E invero, 

supponiamo, per avere la maggior somma possibile, che 

lulte queste cifre siano 9. Il primo esprimerà 9 cen- 
9 

tomilesimì, cioè a dire i ^ solamente dì uq diecimile- 
simo, e per conseguenza, qiiesta cifra differisce da un 
diecimilesimo per un decimo di di ecimì lesimi, cioè pi:r 
un centomilesimoj il secondo esprimerà 9 milionesimi 
cioè i ^ solamente di oo centomiiesimOf per eoase- 
guema qaesta ci&a mitta alla precedente didferfsce da on 
'diedmilesimo per qd derimo df centomiledmp, ovvero 
per un mElioBeeimo. AI modo atesso si vedrà che la cìFra 
9 

seguente rappresenta di milionesimi, e in generale, 
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ciascuna cifra non esprime che i nove decimi di ciò che 
bisognerebbe per completare un diecimilesimo, e, per 
conseguenza, questa somma non sarà mai completata. 

L' osservazione precedente c importante: da essa si 
deduce che un numero non può esprimersi in due modi 
differenti in frazioni decimali. Se, infalti, due cifre de- 
cimBli eono dìfTerenti, la loro differenza esprimerà al- 
meno un'unità decimale dell'ordine corrispondente, e 
noD potrà essere oompeosata da una differenza in senso 
inverso tra le cifre segoenti. 

^aclbiiimime di un Diranno deoìmalB 
Ib ftwòone «dnM«ia> 

203. Alfeiasi, per esempio, il Damerò decimale 
75,32178, la cnt ultima cifra esprime centomìHeMml; tri 
è veduto (199) che questo numero si può leggere: 75^178 
centomillesimi; esso è dunque eguale a 
7532178 
100000 

In generale, per trasformare un numero decimale 
in frazione ordinaria, bisogna sopprimere la virgola e 
dividere il risultato per V wàtà seguita da tanti seri 
quante cifre decimali contiene il numero proposto. 

Esempio. 7,45* è ugnale a ^ - 

Reciprocamente, per scrivere sotto forma di nu- 
mero decimale una firazione che ba per denominatore 
l' unità seguita da un certo numero di zeri, basta seri- 
vere il tatmeratore e separta^ con una virgola tante ci- 
fre decimali guanti seri vi sono nel denminatore. Se il 
numeratore non avesse abbastanza clIVe, si scrivereb- 
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bero alla sua sinistra più zeri i quali, seoza cambiarne 
il valore, renderebbero posBìbUe l' operazione. 

Esempio, è uguale a 0,007. 

Da ciò che precede risulta che una frazione deci- 
male può definirsi una fraùone cbe ha per denomina- 
tore una potenza dì 10. ■ 

Addìsione e ■ottrazionci dei niiuieri deoimalìi 

20i. Per eUeltuare l'addizione o la sottrazione di due 
numeri decimali, si procura di dar loro un egual numero 
di cifre dopo la virgola, scrivendo, se è necessario, uno o 
più zeri alla destra di uno di essi. Poi si pongooo l' uno 
al disotto dell* altro, in modo che le virgole si corrispon- 
dano in colonna. Ciò tallo si opera come se i numeri 
fossero interi, senza che vi sia alcuna differenza, sia per 
la pratica, sia per la teoria dell'operazione, avvertendo 
solamente di porre- nel risultalo nna virgola nel posto 
indicato dalle virgole dei numeri dati. Si può solamente 
osservare che Dell'addizione gii zeri posti alla deatra 
di uno dei numeri decimali non influiscono sui risultali, 
e si può quindi fare a meno di scriverli; questi zeri sono 
egualmente inutili nella sottrazione, ogniqualvolta biso* 
gua aggiungerli al minore dei due. 

Esempio I. Siano da sommare i tre numeri 
2,783, , 6,42, 0,78^2. 

L' operazioiie si dispone nel modo s^gti^jite: 
2,783 
5,42 
■ 0,7 842 
8,9872 
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la somma cercata è 8,9872. 
Esempio II. Debbasi sollrarre 12,738 da 15,3. 
L'operazione si dispone nel modo seguente: 

15,300 
12,738 
2,562 
La differenza cercala è 2,562. 

CoM ^lc laento aritmetìiio. 

205'. Si chiama complemento aritmetico di un nu- 
mera il resto della sottrazione di questo numero dal- 
l' unità seguila da uno o più zeri; si dice complemento 
al 10 quando il numero dato si sottrae da 10; comple- 
mento al 100 quando si sottrae da 100, ec. Cosi per esem- 
pio, Il complemento al 100 di 42,735 è 57,265, il com- 
plemento al 1000 è 957,265, ec. L' uso del complemento 
aritmetico riduce qualunque sottrazione ad un'addizione 
ed adduce molta brevità nelle operazioni ove si cerca 
il risultamento di più addizioni e sottrazioni successive. 
Debbasi, infatti, sottrarre 42,735 da 78,651. Si ha 

78,651—42,735 — 7S,C51-!-100— 42,735— 100 
— 78,651 -^-57,265— 100 — 135,916— 100= 35,916. 

Dunque poffiiamo dire che per sottrarre due nu- 
meri V uno dall' altro basta aggiungere al diminuendo 
il complemento aritmetico del dintinutore, purché si 
sopprima dal risultato l' mità sulla quale si è preso il 
complemento. 

Se ora si dovesse calcolare l' espressione 



35,423—112,5924-59,21—2,384-89,3—24,7, 
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bisognerebbe > procedendo nel modo ordinarlo, esegi^re 
dne addidoni e tre BOttrazioni ; ma focendo oso del com- 
plemento aritmetico l' operaiione 8Ì rldoce ad una soia 
addizione. Infatti, per ciò <die abbiamo detto innanzi, 
si potrà eseguire 1' addizione di sei numeri, cioè di 
35,2123, di 59,21, di 89,3, del complemento di 112,592, 
del complemento di 2,.38 e del complemento di 2&,7 
presi tutti e tre sopra 1000, purché dal risultato si tol- 
gano 3 migliaia. L' operazione sì dispone nel modo se- 
guente: 

881, h08 

59,21 
997,62 

89,3 

"3044,261 
Il risultato è dunque 44,261. 

Holtiptioaiione dei numeri deeimali. 

206. Per tnoltiplicare due numeri decimali V uno 
per V altroy si effettua il prodotto astrasion fatta dalle 
virgole, e si tarano alla destra del risultato tmte ci- 
fre deeimali grumte ne contengono i due numeri riuniii. 

I due numeri decimai si possono, infiUti, conside- 
rare come due frazioni aventi per denominatore delle 
potenze di dieci (^3); e quindi si può applicare loro la 
regola di moltiplicazione delle Trazioni. Il prodotto del 
numeratori è il prodotto dei numeri interi ottenuti sop- 
primendo le virgole. Per dividerlo pel prodotto dei de- 
nominatori, basta (201) separare alla sua destra tante 
cifre quanti zeri sono nei due denominatori, cioè a dire 
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tanti quante cifre decimali contengono il moltiplicando 
e il moltiplicatore riuniti, ciò che è preciaameate la ' 
r^la enunciata. - 

Esempio. Per moltiplicare 37,245 per 0,05, al mol- " 
tiplicherù 37245 per 5, e si separeranno cinque cifre de- 
cimali alla destra del resultalo (a). 

DiviiioDc dei numeri deoitnali. 

207. Nella divisione dei numeri decimali distingue- 
remo due casi. 

1". // divisore è intero. La divisione si effettua pre- 
cisamente come quella dei numeri interi. 

Debbasi dividere 78,314 per 57. Il dividendo è com- 
■posto di 78314 millesimi; dunque bisogna dividere il 
numero intero 78314 per 57, il risultalo rappresenterà 
millesimi. ECfeltuaniìo questa divisione si trova 1373 per 
quoziente e 58 per resto; quindi il quoziente esatto della 

divisione di 78314 per 57 è eguale (154) a 1373 + — 

e per conseguenza il quoziente della divisione proposta 

è 1373 millesimi più ^ di millesimi, cioè a dire 

In generale, ^er dividere vn mmero decimale per 
un numero intero, si effettua la divisioìic coinè se il di- 
videndo fosse intero, e si separano alla destra del quo- 
«lente tante cifre decimali quante ne contiene il divi- 
da) NtlU HcDnda tdiiione dell'Aritmetioi 3i Berfiind , li tran m eiiino 
del metodo di (fguire per alibreviire ma molliplicuioas quando non roglioaii 
otiensK the cif™ dtcimali di un dito ordtDC Sol ilibhmo loppnuo foetlo 
cenoo, pcrcLb d è icmLiato die 1* inpoiUaU del ■oggetto ricUedm m e^i' 
tolo speciale i\iit Abbreviaimi munerlehtì Li ^luls aggiuouiì tunrii A ter- 
miiM di qnetto libro. T. 



160 TRATTATO d' ARITMETICA. 

dmdo. Per avere il guoziente esatto, bisogna aggiun- 
gere al numero decimale eoA ottenuto, una frasione 
avente per numeratore il reato della divisione che si è 
effettuata, e per denwninatore il divisore seguito da 
tanti zeri, quante cifre decimali contiene il dividendo. 

La frazione che , secondo la regola precedente, com- 
pleta il quoziente, potrà eseere convertita in decimfiU 
mediante il metodo generale che sarà esposto più lungi. 

208. 2°. Il divisore è una frasione decimale. SÌ 
moltiplicheranno il dividendo e il divisore per una tal 
potenza di 10 che il divisore divenga intero. Questa mol- 
tiplìcasione non altera il valore del quoziente e riduce 
questo caso al precedente. 

Esempio. Debbasi dividere 2,2357 per 0,059; mol- 
tiplicando il dividendo e il divisore per 1000, questi nu- 
meri diventano 2235,7 e 59, che bisognerà dividere 
1' uno per l'altro. EtTettuata questa divisione, dividendo 
secondo la regola precedente al trova per quoziente 

«alto 37.8+^. 

OssEBTAZiOBE. IQ clò ctie precede si è parlato sola- 
mente del calcolo esaito dei numeri decimali. In un grati 
numero di casi non si divÌdODo*che valori approssimati, 
e allora si possono rendere più. semplici i calcoli me- 
diante metodi che saranno da noi esposti in seguito. 

CondìxìoDB alla qnale deve lodditrare ana frazione ordioaria 
peiohfr poiia eiiere eanvertita in fraiione decimalo. 

209*. Teorema. Affinchè una frazione ordinaria ir- 
riducibile possa esprimersi esattamente sotto forma di 
frasione decimale, è necessario e sufficiente che il de- 
nominatore non contenga altri fattori primi che 2 e 5. 
1°. Questa condizione è necessaria. Infatti, iodichia- 
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ino eoa — upa frazione iiTiducibile che supponiamo po- 
b 

tersi convertire esattamente in frazione decimale. In 

questa ipotesi -|- dovrà essere eguale ad una frazione 

decimale, la quale sappiamo (203) potersi sempre porre 
sotto forma di una frazioae ordinaria che ha per deoo- 
minatore ani potenza di 10. Quindi potremo fare: 

JL — JL 
t " 10"* • 

Moltiplicando le due frazioni eguali per 10", si ha 
b 

Da questa eguagliaiiia risulta che deve ri- 

dursi ad un numero intero; or perchè ciò possa avve- 
nire è necessario che b divida il prodotto aX.iO"', ma 
esso è primo con a, dunque (123) deve dividere l'altro 
fattore 10"; ma IQ," ha per fattori primi 2 e 5 sola- 
mente, per conseguenza (137) 6 devo contenere questi 
fattori primi e non altri. 

2", Questa condizione è sufTiciente, Sia una fra- 
zione irriducibile il cui denominatore b non contenga al- 
tri fattori primi che 2 e 5. Potremo fare Ì»==2"X5"'i 
nefm essendo due esponenti qualunque, i quali pos- 
sono essere eguali o distaguali. Se sono uguali, la propo- 
sizione non ha bisogno di dimostrazione, perchè allora-^ 

sarà uiìa frazione che ha per denominatore una potenza 
di 10 ; se sono disuguali , potremo supporre uno maggiore 
dell' altro, per esempio, m maggiore di n. Ciò posto, ta.c- 
ciamo m=n-i~r» essendo r la dlETerenza fra m ed ». 
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' Moltiplichiamo ì due termini della frazióne data ■ ° 
per 2'; avremo 

a _ ay.'ì' _ ttxy ^ gxa^ — ?><BI 

La quale eguaglianza dimostra ciò che volevamo. 

Esempio. moltiplicando i due termini 

40 2'X3 

di questa frazione per 5' o 25, essa diventa ^^g=^= 
0,075. 

SfoltipUcando i due termini di questa 
frazione per 2' o 8, essa diventa = 0,032. 

210. Osservazione I. Quando una frazione ordi- 
naria irriducibile può trasformarsi in un numero de- 
cimale, questo numero ha tante cifre decimali quante 
■unità vi sorto neW esponente di quello dei fattori 2 9 5 
che figura nel denominatore delibi frazione eoi mag- 
giore esponente. 

OssERTAzioNE II. Qualunque frazione potendo reii- 
ùetbi irriducibile, il teorema precedeote permette sem- 
pre di decidere, se una data frazione i eguale a un Da- 
merò decimale. Ordinariamente questa trasformazione 
è impossibile; ma si può sempre valutare la frazione 
data In decimali con quell' approssimazione che sì vuole; 
ed è per 1' appunto in questa valulazione approssimata 
che consiste generalmente la riduzione di vna frazione 
ordinaria in decimali. E per quest'oggetto è iudispen- 
sabile entrare in talune considerazioni, che ci tome- 
ranno utili aactie in seguito. 
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Talnladons apprOMinMtK deU« gMudma a dai wnneri. 

211'. Valutare una grandezza a meno di una gran- 
dezza data, significa trovare il massimo multiplo della se- 
coada che 'è contenuto nella prima. Per esempio: valutare 
una distanza a meno di una lega, significa trovare il mag- 
gior numero di leghe che essa contiene. In arìtmeiica 
non dobbiamo occuparci che dei numeri, pei quali del 
reato le definizioni sono afEntto slmili. Valutare un Da- 
merò A a meno di un numero B, significa trovare il mas~ 
Simo multiplo di B che è contenuto in A. Così valutare 
un numwo a meno di un* unità, signiQca trovare il mag- 
gior numero di unità contenute io questo numero. E in 

generale valutare on numero a meno di significa cer- 

care il maggior numero di volte che questo numero 
contiene la w"™ parte dell' unità, 

Quando si valuta un numero a meno di un altro nu- 
mero dato, si ottengono in generale due limiti, uno ap- 
prossimato per difetta, 1' altro per eccesso, cioè uno mi- 
nore l'altro maggiore del numero proposto. Per esem- 
pio se sappiamo die un peso è compreso fra 22 chilo- 
grammi e 23 chilogrammi, tutti e due questi numeri sa- 
ranno la misura del peso dato a meno di un'unità, il 
primo per difetto, il secondo per eccesso. E in generale, 
se sappiamo che nn peso è maggiore di m volle )a n*^ 
parte di un chilogrammo e minore di m-f-l volte questa 

Ti"'™" parte , le frazioni e esprimono la misura 

del peso dato a meno di la prima per difetto, la se- 
conda per eccesso. 

aia'. Pe^ valìUare una f¥asione a meno di un' unità. 
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w basta prendere V intero contenvio in questa frazione o 
V intero immediatamente superiore. 

Abbiasi la frazione — — . Effettuando !a divisione 

del numeratore pel denominatore si trova 

-^ = 2 + -!.. 
235 ^235 

La frazione è quindi compresa fra 2 e 3; dun- 
que i numeri 2 e 3 sono ì valori di a meno di 
un'unità, il primo per difetto, il secondo per eccesso. 

213". Per valutare una frazione a meno di —, tosati 
- valuito'e a meno di vn' unità il prodotto di questa fra- 
zione per n, e dividere poi per n uno dei due interi con- 
secutivi ol tenuti. 

Osserviamo in generale che l'errore che si com- 
mette valutando un numero A a meno dì un numero B, 
è l' eccesso di A sul maggior mulUplo di B die vi è con- 
tenuto, 0, ciò eli' è lo stesso, è il resto della divisione 
di A per B. Dunque il valore approssimato è il prodotto | 
di B per la parte intera dei quoziente. , 

Ciò posto, per ottenere il valore della frazione ~ 1 

a meno di ~ , bisognerà dividere per — e trovare 

n ° b n 

la parte intera del quoziente; cioè bisognerà trovaru 

r intero contenuto nella frazione , Cosi, per esem- 
pio, volendo valutare a meno di , si dividerà 
^ 219 12 

la prima frazione per la seconda e si otterrà per quo- 
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approssimalo a meno ^ * ^ ' ® ore che si com- 
mette in questa valutazione è di dodiceaimi. 

L'importanza del soggetto ci spinge a dare un'al- 
tra dimostrazione di (]uesto teorema. 

Indichiamo con x il maggior numei'o di n"'""' con- 
tenuti in — , in guisa che ~ sia compresa fra ^e — > 

si tratta di determinare il numero x. Ora ie relazioni 

„ , c . ■ X a x~i-i 
di grandezza che passano fra le frazioni — i s 

non verranno alterate moltiplicandole tutte e tre per n; 
quindi la frazione è compresa fra 1 due interi con- 
secutivi X e 3:4-1. Per conseguenza otterremo II numero 
ignoto X prendendo 1' intero contenuto nella frazio- 



mente con una frazione avente n per denominatore; po- 
tremo scrivere — = — ; da cui, moltipllcando per 

0 n 

Dunque la frazione si riduce a un numero intero 

clic è il valore <li x. 

Se la frazione ~ è irriducibile, ciò che può sempre 
0 

Bupporsi, il (faso cbe si considera, non può aver luogo 
che se n è un multiplo di b (160). 
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Ridoiione delle fruìoni ordinorie in deoìmolii 

^ik'. Applicando la regola data nel numero prece- 
dente ai vede che: per wltUare unà frazione a meno di ~ 
bisogna moUiplieare il suo numeratore per 10", ciò che 
si effettua ^eritmdo a seri alla tua destra; poi cercare 
il quoziente intero della divisione del prodotto pel de- 
nomin(Uore; e finalmerOe dividere attesto quoziente 
per 10", ciò che può effettuarsi sfiorando con um^ir- 
gola Q cifre alla sua destra, ' 

Abbiasi, per esempio, la frazione che si voglia 

valutare a meno di ^=0,000001. Secondo la regola 
biaognerebbe scrivere sei zeri alla destra del numeratore 
. e divider)^ il risaltato pel denominatore, ma è chiaro che 
sarà Io stesso scrivere gli zeri a mlsara che bisognano 
nei dividendi parziali rispettivi. 

1160 I 495 
17 00 I 0,23 43 b3 
2150 
17 00 
2150 
170 0 

Dunque 0,234343 è il valore d[ ^ a meno di un millo- 
nesimo per difetto; 0,234344 sarebbe il valore approssi- 
mato per eccesso a meno di no milionesimo. 

Osservo che il valore della frazione data a meno di 

UD decimo è 0,2 con 1* errore di di decimi : il va- 
' 495 ' 

lore a meno di un centesimo è 0,23 con l'errore di 
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di centesimi ; Il^valore a meao di un millesimo è 0^23% 
170 

con l' errore di di millesimi ec. Siccome la frazione 

data non è esprimibile esaltamente in decimali (209), 
l'operazione precedente si può continnare indefinita- 
mente, e l'errore si potrà rendere piccolo quanto si 
vuole, senza che però si possa mai annullare. Ciò sì 

esprime dicendo che ^ è il limife verso 11 quale tende 

l'espressione 0,23'i-3.'i-a quando vi si considera un 

Dumero di cifre di più in più grande. 

Questo metodo è evidentemente generale, e si può 
enunciare la regola seguente: 

Per ridurre ma frazione in decimali, si divide il 
mtmeratcre per il denominatore e si pone vna virgola 
alla destra del gvosienie, il quale dovrà essere rim- 
piassato da uno zero se il numeratore è minore del de- 
nominatore. Si scrive- uno xero alla destra del resto ot- 
tenuto» e si divide il risultalo pel denominatore; il quo- 
sienie i la prima cifra decimale. Si aggiunge uno zero 
alla destra del tautvo resto, e si divide il resultato pel 
denominatore; il quoziente è la seconda cifra decimale. 
Si coniinua coA indefinitamente. Se una delle divisioni 
si fa esaltamente, la frazione proposta può esprimersi 
sotto forma di numero decimale, altrimenti il metodo dà 
solamente valutazioni di più in più approssimale. 

215. Il metodo precedente! diiuoslra ciie ridurre ma 
frazione in decimali, significa valuiurla successivamente 
a meno di un decimo, a meno di un cenlcsimo, a meno di 
un millesimo....^ e formare la tavola di questi valori 
di piò in pHt approssimati. 
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Fraiiani deoi'mali periodiche! 

216. Si chiama fratone decimale periodica una fra- 
zione decimale le cui cifre si riproducono sempre le stesse 
e net medesimo ordine. L'iasieme delle cifre che si ripro- 
ducono si cliiama un periodo. La tlrazione è detta perio- 
dica semplice, quando il perìodo comincia immediata- 
mente dopo la virgola; è detta periodica mista, nel caso 
contrario; e allora le cifre che precedono il primo pe- 
rìodo costituiscono la parte non periodica. 

Esempio; 0,345 345 345 345 .... , 

è una frazione decimale periodica semplice il cui pe- 
rìodo è 345; 

0,73 318 318 318.... 

è una frazione periodica mista 11 cui periodo è 318. La 

parte non periodica è 73. 

217. Teorema. Qualunque frazione ordinaria ri- 
dotta in decimali dà luogo a una fra::ione di an nu- 
mero limitato di cifre o ad una frazione periodica. 

Abbiasi una rrazionc oriìioaria -~ . Operando su 

questa frazione in conformità della regola generale, sup- 
poniamo che siasi trovato Q per parte intera del quozien- 
te, Qi, QiiQì, QiìQs-: Qui per 'e sue cifre decima- 
li ; in guisa che il quoziente sia Q, (?, 9» !?"••• ■ ; 

e siano ancora fl, ^, , /fj , , /(* , , i resti dellu 

divisioni successive. 

Se procedendo nel modo indicato uno dei resti 

ita,.. .. è nullo, — è esattamente riducibile in de- 
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Rimali, aUrtmentil' operazione continua iadeflnitameote. 
la qnesto caso, 1 resti Biy B,, Rt,.... essendo tntti 
minori di B, dopo un nomerò di divisioni eguale al più 
a B—i, fil ricadrà sopra un resto già otlenoto, giacché 
vi sono solamente B—i numeri interi diiferenti, infe- 
riori a B, La regolarità del processo cbe dà le diverse 
cii^ mostra che a partire da questi resti eguali, i quo- 
zienti e i resti successivi saranno i medesimi e si pre- 
senleranoo nello stesso ordine; la frazione decimale sani 
dunque periodica. Se, per esempio, si avesse Jti = R3, se 
ne dedurrebbe ^1—^4, Qa=Qt, fla=Bs, ec^ 

e, per conseguenza, la frazione prolungala all'infìniio 
sarebbe; 

Q, Qi Q» Q* Q 

OssEfiv AZIONE I. Quando una frazione ridotta 

in decimali dà luogo ad ma frazione periodica, il nu- 
mero delle cifre del periodo è minore del denomina- 
tore B. 

Giacché i resti essendo tutti minori di B, dopo aver 
calcolale B cifre si sarà ricaduti due volle sullo slesso 
reato, e per conseguenza il periodo sarà cominciato. 

Quando- avviene che la frazione data si trasforma io 
fratone periodica mista, allora per la stessa ragione si 
ha che il numero delle cifre del periodo, eaimmtcUo del 
numero delle eipre della parte non periodica t dà una 
somma minare del denomimtore della frazione ordi- 
naria. 

218. Osservazione II. Allorché il denominatore di 

lina frazione 6 alquanto grande, e che il numeratore è 
l'imitLi, le opera/,ioiii si posso abbreviare mediante un 
processo di cui ci limìleremo a dare un esempio. 
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Sìa da ridarsi In decimali |g: cominciando l'ope- 
raiione secondo il metodo generale, si trova 
1 



100 I 0,034i8 
130 
140 
2I>0 



E per conseguenza 

Wi-=0,03»»8+^ di cenlomilesUni. 
29 ™ 

Moltiplicando 1 dm termini di qnesla eguagliaoLa 
per 8, i prodotti saranno eguali, e si avrà: 

— = 0,27581 Il di centomiieslmi ; 



131 i- = 0,2'(586 + ^ di centomiieslmi ; 
29 

dividendo i due membri diquesta egnagUansaper lOOOOO, 
siila 

[4] ^ di centomiieslmi = 0,0000027686 H- ^ 
di diecibilionesiini 

Quindi il valore [1] di i diventa 
ra ^=O,034»M586+ididi6ciWlionesimi. 
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Holiiplicaodo al modo atesso i due membri dì questa 
eguaglianza per 6, 

[6] 1 = 0^068965516 + 1| dì diecibni0nesimi. 
36 7 

Osservando che 29~^"'"25' ^ » ^^'^ 

membri dell'eguaglianza per 10 bilioni, si ha 

^ di diecibilionesimi 

= 0,00000000002068965517 -f-^ di 

e per conseguenza il valore di ^ [5] diventa 

m ^ = 0,034W2758620689655l7-f-X di . 

moltiplicando per 7 i due membri di questa egua- 
glianza, 6i trova 

^ = 0,24137931034482758619 + g di jij, 
ovvero, oEservando che 

e dividendo per 10** i due membri dell' eguaglianza, si ha 

^JiJ^=,Ù,mom 024137931 03J^82758620 -i-^aj Jjji 

ciò che sostituito nel valore (7) di dà 

^=0,0S4482T88M0689655iT2H8?9ÌH03«82788Ba0-|.^ Jj *. 
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e poiché si hanno più di 28 cifre, siamo certi che il pe- 
riodo deve esser completo; e Invero sì riconosce c)ie le 
cifre decimali, a partire dalla 29", sono le stesse che a 
partire dalla prima, il periodo ha dunque 28 cifre. 

Fraiione ordinarla genetafrìce dì ima fraziono 
periodica datai 

219. Per cercare la frazione ordinaria, che ridotta 
In decimali Ah luogo ad una frazione periodica data, os- 
serveremo che questa frazione è il limite verso il quale 
tende il vaiore della frazione decimale quando si consi- 
dera un numero di cifre di più in più grande. 

Consideriamo primamente una frazione periodica 
semplice. Abbiasi la frazione 

0,3(2 342 342 342 ... . 

Indichiamo con x il limite di questa frazione, 
Sia a il valore approssimato di x, che si ottiene 
prendendo un numero di periodi limitato, tre per esem- 
pio. Avremo 

(0 0 = 0,342 342 342. 

Moltiplicando per 1000 queste due quantità eguali, 
si ha 

1000 0 = 342,342342. 
Questo valore di 1000 a contiene nella sua parte 
decimale un periodo di meno del valore ài o; e si vede 
che per avere lo stesso numero di periodi, basta aggiun- 
gere al valore di 1000 a la frazione O,00QP00342 ov- 
3i2 

vero jQQQs j 81 avrà dunque,- 

(2) 1000 a +:Sr- 342,342342342. 

1000' 



Ciò posto, sottraendo l'eguaglianza (1) dalla (2), 
rnembra a membro, si ottiene 

Dlvideado per 999 &i ha 



^ 999X1000' 
e per conseguenza 

; 



999 999X1000' ' 

Se sì fosse indicato con a il valore approssimcilo 
di X, oLtenuto prendendo n periodi, si sarebbe trova- 
„ 342 3'i2 

999 999X1000"' 
Se il numero n dei periodi aumenta indefìnita- 

ménte, la Trazione ^gg-^^^opa diverrà piccola quanto si 

vuole, donde segue che la quantità a ba per limite la 



^~999' 

li ragionamento essendo generale, possiamo enun- 
ciare il teorama seguente: 

La frazione ordinaria generatrice di una frazione 
periodica semplice ha per numeratore il periodo, e per 
denominatore un numero espresso da tanti 9 quante 
sono le Hfre del periodo. 

220. Osservazione. la generale si può rendere più 
sémplice la fraiione che si deduce dalla regola'precedente, 
0 far perdere al suo denominatore la forma particolare 
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che ha. Cosi, nell'esempio precedente i dne termini 
di |~ sono divisibili per 3, e questa frazione è aguale 

a . Si può osservare solamente che il denominatore 
della frazione irriducibile equivalente alla proposta non 
può essere divisibile uè per 2 nè per 5, poiché il deno* 
minatore della proposta non è divisibile per questi nu- 
meri e perchè riducendo una frazione alla sua piii sem- 
plice espressione si sopprimono dei fìittori senza Intro- 
durne dei nuovi. Possiamo dunque enunciare il teorema 
segnente: 

Il denominatore di una frazione irriducibile, ge- 
neratrice di una frazione periodica semplice, non è di- 
visibile riè per 2 «e per 5. 

221*. Se la frazione proposta è composta di una 
parte intera e di una parte decimale, la riduzione in 
fraziona ordinarla si e^ttua con eguale facilità. 

Abbiasi per esempio la frazione 52,342 3i[2 343 
questa frazione è eguale a 52+0, 342 3i2...., e 
quindi, per ciò che precede, eguale a 52+^. Ridu- 
cendo questa espressione a1 medesimo denominatore, 
si ha 

999X52+342 _ (1000— t)X52+3fc2 _ 523Ì2— 52 
999 999 999 ' 

^2'. La riduzione in frazione ordinaria di una fra- 
zione periodica mista potrebbe effettuarsi con un pro- 
cedimento analogo a quello usato innanzi ^0); ma è 
pi& semplice derivarla dal numero precedente. 

Abbiasi la frazione periodica mista 0,34572572572.... 
Uoltiplicando questa frazione per 100, si ba 

31,572 572 572; 
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la quale lespressiooe è uguale a 
84572—34 
995 

Quindi la frazione generatrice della frazione perio- 
dica mista proposta è 

99900 

il ragionamento essendo generale possiamo enun- 
ciare il teorema segaenle: 

La frazione ordinaria generatrice di una frazione 
periodica mista, ha per mmeraiore il numero formato 
dalla parte non periodica seguita da un periodo, meno 
il numero formato dalla parte non periodica, e per de- 
nominatore il numero espresso da tanti 9 quante sono 
le cifre nel periodo, seguite da tanti zeri quante sono 
le cifre avanti il periodo. 

223. OssEKY AZIONE I. Il numeratore della frazione 
ordinaria che risulta dalla regola precedente non può 
terminare con nn zero. Infatti, perchè ciò potesse aver 
luogo, bisognerebbe che l'altima cifra della parte non 
periodica fosse la stessa dell'ultima cifra del periodo. 
Ma allora il periodo comincerebbe realmente un posto 
prima di quello che si è supposto. E invero supponiamo 
che invece della frazione decimale considerata nel nu- 
mero precedente si abbia l'altra 0,3^72572572....; al- 
lora il perìodo non sarà più 572 ma 257, contraria- 
mente all' ipotesi. 

OssERVAziOKE II. La Trazione ordinaria che risulta 
dalla regola precedente, pjjò spesso essere ridotta ad una 
espressione più semplice. É però importante osservare 
che il denominatore di questa Trazione, essendo formato 
di cifre 9 seguile da tanti zeri quante cifre non perìodi- 
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che vi sono nella frazione decimale, contiene ciascuno 
dei fattori 2 e 5 tante volle quanto l' indica il numero 
<li questi zeri. D'altra parte, il numeratore della fra- 
zione non terminando con uno zero, non può contenere 
che un solo dei fattori 2 e 5. Dunque, quando si ridurrà 
questa frazione alla sua pii!i semplice espressione, se non 
è irriducibile, il suo denominatore conaerverà uao al- 
meno dei faltori 2 o 5, con uno esponente precisamente 
eguale al numero di zeri che Io terminano. 

Possiamo dunque enuDciare il teorema Begneote:' 
Jl denominatore della fraxione irriducibile, gene- 
ratrice di una frazione decimale periodica mista, é di- 
visibile per V uno o V altro dei fattori 2 c 5 presi con 
un esponente eguale al numero delle cifre decimali, 
che nella frazione decimale precedono il periodo. 

22i. Se la frazione proposta fosse 679,34572572 .... , 
dividendola per 1000, sì avrebbe 0,C793i572572572.... ; 
la cui frazione ordinaria generatrice è 
6793Ì572— 6793t 
99900000 ' 

quindi la frazione generatrice della proposta sarà 

6793t572— 67934 
. 99900 

S26. I teoremi dimostrati nei numeri ^09, 220, 223) 
danno il modo di decidere a priori qual sia la natura 
della frazione decimale che risulterà da una frazione 
ordinaria irriducibile qualunque. 

Trascriviamo primieramente i tre teoremi: 
1". Affinchè una frazione irriducibile possa espri- 
mersi esatlamente sodo forma di numero decimale, è 
necessario e sufficenle che il suo denominatore non am- 
metla altri faltori primi fuori di 2 e di 5 (209). 
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2". Il denominatore di una frazione irriducibile 
generatrice di una frazione periodica semplice, non è 
divisibile nè per 2 nò per 5 (220); 

3". Il denominatore di una frazione irriducibile 
generatrice di ìina frazione periodica mista, è divisibile 
per l'uno o l'altro dei fattori 2 e 5, presi con un espO' 
nenie eguale al numero di cifre che-, nella frazione de- 
cimale , precedono il periodo (223). 

Queste proposizioDi tiran dietro le dae seguenti: 

1". Affinchè una frasione irriducibile ridotta in 
decimali produca una frasione periodica semplice è ne- 
cessario e suffioente che il suo denominatore non sia 
divisibile nè per 2 nè per 5. 

Questa condizione è, inratli, necessaria in virtiì del se- 
condo dei teoremi che abbiamo enunciato, ed è sufficenle, 
poiché supponendola sodisfatta, il 1° e il 3° di questi teo- 
remi provano clie la frazione decimale corrispondente alla 
frazione data, non può essere nè finita nè periodica mista, 
e per esclusione bisogna allora che sia periodica semplice. 

2°, Af^nchè una frazione irriducibile ridotta in de- 
cimali produca una frazione periodica mista, è neces- 
sario e sufficenle che il suo denominatore ammetta ■uno 
almeno dei fattori 2 o 5, s inolire altri fattori primi. 

Queste condizioni sono necessarie in virtù del 3° e 
del 1<* teorema; e sono ancbe suiScenti, perchè supponen- 
dole sodisfatte, i teoremi 1° e 2° provano che la frazione 
decimale non può essere nè Unita nè periodica semplice^ 
e per esclusione bisogna allora che sia periodica mista. 

Esempio. Se si riducessero in decimali le frazioni 

|, ~, la prima produrrebbe una frazione finita, la 

seconda una frazione periodica semplice, e la terza una 
frazione periodica mista avente due cifre innanzi al pe- 
riodo, poicliò 28 contiene due volte il fattore 2. 

is 



178 



TRATTiTO D' ABimETlCA. 



I. r.a frazione periodica 0,370378375 ha per limile 
378 371(373 ggp^jggjjè si prende iter periodo 376 o 378n6: 
999 9991)99' ' 

proviirc a priori l'eguaglianza di queste frazioni. 

II. La fraziono perioiiica misla 0,87832832332 può es- 
sere considerala corno avente 283 per periodo e 5783 par 

, „ 8783233—5783 

parte non penodica; il limilo ò allora — g,J^p^^^^^, — = pro- 
vare la coinciiienza di queslo resullato con quello che si ol- 
liene considerando la parte non periodica come ridolla a S7 
e il periodo a S32. 

IIL Se nna frazione irriducibile ha per dcnominalore un 
numero primo, e se il periodo della frazione decimale che ri- 
ealta da essa ha ao nomerò pari di cifre, la somma delle cifre 
che occDpano lo stesso posto in ciascun mezzo periodo, sarà 
sempre eguale a 9. 

IV. Se due frazioni irriducibili hanno lo stesso denomì- 
nalore, e si riducono Tana e l'altra in decimali, ì pedodi 
avrauDo lo stesso nomerò di cifre. 

T. Se si ridoee in deeìBali nna frasioM ordinaria — e 
che il periodo abbia p—i cifre, disponendo queste cifre in 
cerchio in maniera che non vi sia più nè primo né ullimo, il 
cerchio cosi ottenuto sarft indipendente dal nomeiatora m. 

Esempio. 

4 = 0,142887142867, 

~ = 0,67142837I*i& ' ' 

Questi 'due periodi disposti in cerchio danne l'ono e 
l' altro, 

1 

7 4 

S 2 

a 
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Per ollenere il primo bisogna leggere le cifre comincisnda 
da 1| e il Bocondo eomiaciando da K. 

VI. Se si ridaoODO in decimali tolte le fraiiooi irrida- 
oibili, di ed il denominalore è un Bomero primo p; e se si 
dispongono in cerchio 1 resti ottenuti nell'operazione, il no- 
merò dei oercU dlalinti ebe si potranno formare in questa 
manieia é nn divisore di 1. Dedurre da ciò cbe il Dumero 
dei resti cbe formano uno di questi oercbi, e per coase- 
gnenza il numero delle cifre di an periodo, è pure un divi- 
sore di p— 1. 

VII. Dal iS aprile 1S33 al 30 scllcmbre 18^9 si sono ca- 
vali dalle mine di Pontglbaud iiloQ metri cubi che hanno for- 
nito, dopo la lavatura, 730440G chilogrammi di minerale. Da 
queslo minerale si sono cavali 123S70S chilogrammi di piombo 
e eh. 70!jG,34ft d'argento. Dedurre da questi dali, a meno 
(ti un millesimo di chilogrammo, il poso del minerale cavalo 
da un metro cubo di roccia esiratta, e la quantità di piombo 
e di aru'ciilo che corrisponde a 12S0 cliil. dì minerale. 

Vili. I dali e^t-cndo gli slessi della questione prece- 
dente, si valuta il mtlallo contenuto in iOO obilogrammì 
di minerale a fr. 32, i9. Or. 'i,ijO d'argento valendo un fìrail- 
co, a qual prezzo si valuta il piombo? 

IX. Nella fabbrica d^Tsìkiov^h (Ungheria) si Irallano an- 
nualmente 1 123 "quiVi tali metrìW^ minerale di rame argen- 
tifero. II minerale contiene 2,40 per 100 di rame, e 0,000069S 
d' argento. La perdita in rame A di 4 per 100, e la perdita in 
argento di S per 100. Calcolare i prodotti annuali e il loro 
valore, coniando il obilogrammo d' argento a 220 franchi e 
il quintale di rame a 310 francliL 

X. I -dati essendo gli stessi di quelli della qnesttofle pro- 
cedente, valutare le quantità di mereario consnmafe annual- 
mente nella fèbbrica di Teiklorab, sapendo eire si comincia 
per eslrarre il rame dal minerale, poi ohe si eslrae l'argento 
da qoesl' ultimo mediante il mercurio, la perdita in mercurio 
essendo di 0,00127 per uno di rame,' 

XI. Le fabbricbe di zinco della Slesia hanno trattalo 
nell838, 140830 quintali melri^ di minerale, ohe rendevano 
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il 32 per 100. II prezzo dello zinco era allora di fr. 18,75 It 
quinlalc; nel ISÌO il prezzo sì elevava a fr. 37,S0 il quintale 
e si sono [radali 11809S0 quinlali di minerale, di cui la ren- 
dita era di 17 per lOO. Qual è il rapporto dei valori prodotti 
nel 1838 e nel 1846? 

XII. I dati essendo gli stessi delle questioni precedenti, 
trovare il prezzo del minerale fosó nel 18{6, sapendo che 
sì paga fr. 37,80 ì mille aiiilogrammi. Trovare egaalmenlo 
il predio del carbone, sapendo cbe si bnidano 7K2 chilo- 
grammi di carbone per prodarre 100 chilogrammi di zinco, 
e che 1000 chilogrammi di carbone valgono fr. B,26. 

XIII. Le miniere di rame dell' Inghilterra hanno pro- 
dotto nel 1847, l(t261tf tonnellate di minerale, dalle qnali si 
SODO estratle 13000 tonnellate di rame. Dorante Io stesso 
anno si sono importale in Inghilterra 41490 tonnellate d! mi- 
nerale straniero (Chili e Australia) che hanno prodotto 0009 
tonnellate di rame. Qual è la ricchezza in rame del mine- 
rale indigeno c quella del minerale importato? 

XIV. Qual' ò il peso del carbone consumato nel traila- 
mento metallurgico dei minerali di rame dell'Inghilterra, 
sapendo che per ogni chilogrammo di minerale siconsnmano 
fr. S3S ài carbone? 

N n 

XV. Se due frazioni irriducibili , -r convertite in de- 

D ' d 

cimali danno luogo a periodi composti rispettivamente di Wr 
m cifre nel caso in cui D è divisibile per d, il numero lHh 
egualmente divisibile per tn. 

XVI. Se piti frazioni irriducibili, di cni i denominatori 
sono primi fra loro, o non hanno altri Ultori comuni che po- 
tenze di 2 o S, danno luogo a periodi di m, m', m", cifre, qua- 
lunque frazione irriducibile, avente per denominatore il prò- 
dottodei denominatori delle prime,conduce aun perìodo di cni 
il numero dèlie cifre é il minimo multiplo di m, m', m", .... ec^ 

XVII. p essendo an numero primo, se ^ produce a» 

1 P 
periodo di m cifre, produrrà un periodo di cai il numero 

delle cifro sarà m o mp. Se qnesl' ultimo caso ha luogo— ^ 



produrrà un perìodo di mp' cifre. 
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Quadrato dalla somma di dne nnmerii 

S@6. Sia (a+b) la eomma proposta. Fare il quadrato 
di questa somma signiBca moltiplicare a+b per a+6; 
e per questo (kG) bisogna moltiplicare le due parti del 
moltiplicando per le due parti del moltiplicatore e ag- 
giungere i resistati ; ei ha dunque 

cioè a dire 

(a+6)' = a*-+-aoXft-f-6* ; 

resultato che s* enuncia coeh II quadrato della som- 
ma di due numeri è eguale al quadrato del primo, più 
due volle il prodotto del primo per il secondOt piò il 

quadrato del secondo. 

OssERVAziOKE I, // quadrato di vk numero com- 
posto di decine e di unità è eguale al quadrato delle 
decine^ piii due volte il prodotto delle decine per le 
■unità, più il quadrato delle unità. 

227. Osservazione H. La differenza dei quadrali 
di due numeri interi consecativi è eguale al doppio 
del piit piccolo, aumentato di una unità . 

Se, inratti, s'indicano questi due numeri con a 
e a~hi , avremo:' - ■ ■ 

(a^-l)' = n'-^2a^-l, 
la differenza (s-t-l)'— a% è dunque 2a+l. 
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Quadrato dì tm prodotto» 

228. Sia à'KbyCc'Xd un prodotto qualunque; for- 
marne il quadrato signìllca moUiplìcare aX^X<^X^ 
par a'Xb'X.c'Xd; il resultato di questa moltiplicazione 
è (42) il prodotto di otto fattori ; 

ma al prodotto di due lettori si può sostituire il loro 
prodotto effettuato, quindi il prodotto precedente può 
scriversi sotto la forma : 

(lunque: il quadrato di un prodotto è il prodotto dei 
quadrali dei fattori. 

229. Osservazione. Se alcuni fattori sono potenze, 
per elevarle a quadralo basterà raddoppiare 1 loro espo- 
nenti. Debbasi, per esempio, formare il quadrato di a' ; a'' 
essendo il prodotto di 5 fattori eguali ado, U suo qua- 
drato è il prodotto di 10 fattori eguali ad a, e per con- 
segueoza a'*. 

TeoHim relatm ai quadrati* 

230. Teorema L H guc^rato di tm numero intero 
non può termincare per nessuna delle cifi-e 2, 3,;? e 8. 

Quando si moltiplica un numero intero per aè stesso , 
le unità del prodotto provengono dal prodotto delle 
unità del moltiplicando por quelli; del moltiplicatore, 
cioè a dire dal quadrato delia cifra delle unità. Ora, 
qualunque siasi questa cifra delle unità, il suo quadrato 
«■.0,1,4,9, 16, 25', 36, i9, 6i., 81 , e non è , per con- 
seguenza, terminato da niuna delle cifre 2, 3, ^ o 8. 
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23J. OssEBVAziOKE. I numeri terminati da 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8 0 9, lianno 1 loro quadrati terminati 
rispeltivameDte da 0, 1, 9, ti, 5, 9, 4 o 1 ; se dunque 
DD quadrato termiBa coq 0 o con 5, il oiunero corrì- 
Bpondeote terminerà pure al modo stesso, ma, In qua- 
lamiae altro caso, conosciuta r ultima cifra del quadrato, 
quella del numero stesso può avere due soli valori; co^ 
i numeri che terminano con 1, 4, 9, 6 provengono ri- 
spetlivamente dai numeri che terminano con 1 o 9, 2 
o 8, 3 o 7, 4 0 6. 

232. Teorema li. Il quadrato di un numero intero 
non può terminare con un numero impari di zeri. 

Affinchè il quadralo di un numero termini con uno 
zero, è necessario (231) che il numero stesso termini 
con uno zero. Questo numero si può dunque rappresen- 
tare con ^XIO", A essendo un numero intero non ter- 
minato da uno zero, ed n il numero degli zeri che Io se- 
guono; fi può anclie essere eguale a 1. II quadrato di 
questo numero, À*y0Sì*''\ termina evidentemente cwSii 
zeri, cioè con un ninnerò pari dì zeri, come si fodera 
dimostrare. 

233. Teorema III. laeondizions nemsaria e suffi- 
dente, affinchè un numero intero sia il quadrato di un 
altro numero intero, è che tutti i suoCfattori primi ab- 
biano esponenti pari. 

V. Questa condizione è necessnria, giacché il qua- 
drato di un numero risoluto in fattori primi, si forma 
raddoppiando gli esponenti di questi fattori, i quali per 
conseguenza diventano tutti pari. 

2°. Questa condizione è suQlcientc, giacché, so essa 
è sodisfatta, dividendo per 2 gli esponenti dei fattori 
primi, si formerà un nuovo numero che elevato a qua- 
dralo riprodurrà il primo. 

SSV. Osservazione. Un numero intero che ammette 
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uQ divisore primo p, senza esser divisibile pel suo qua^ 
dratof*. Don può essere ud quadrato; giacché decom- 
ponendolo in fattori primi, il fattore p vi entrerebbe 
evidentemente alla prima poteDza e per conseguenza con 
un esponente dispari. 

Per esempio, un quadrato non può essere diviai- 
l>ile per 3 senza esserlo per 4 , per S eenza esserlo per 9, 
per 5 senza esserlo per 25. 

235. Teorema IV. Il quadrato di una frazione non 
può essere un numero intero. 

Sia una frazione, che supporremo ridotta alla 
sua più semplice espressione, il suo quadralo è eviden- 
temente ora, a essendo primo con b, a* è primo 
con 6*; dunque è impossibile che sia intero. 

236. Osservazione, o' essendo primo con 6*. -r: è 

0 

irriducibile. E poiché i suoi due termini sono quadrati 
si deduce che il quadrato di una frazione essendo ridotto 
alla sua più semplice espressione ha sempre per termini 
dei quadrati. 

DefinidoDe della radice quadrata. 

237. Quando un numero ^ è il quadrato di un altro 
numero B si dice che £ e la radice quadrata di A, e si 
scrive cosi: _ 

B=\/A. 

Esempio. 4 essendo il quadrato di 2. 2 è la rad.ice 
quadrata di 4. 

^ Q -3 S 

^ essendo il quadfato ^' -g-) "5- ^ 1* radice qua- 
9 

drata di ^ . 
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E 6i scrive; _ 

238. Qualunque numero che è il quadiato di un nu- 
mero intero o fraiiooario si dice un quadralo perfetto. 

Qualunque oamero che non è nè intero nò freaio- 
nario, si dice incommensurabile. 

Abbiamo veduto (235) che se un numero intero non 
è il quadralo di un numero intero, non può essere il 
quadrato di una frazione; dunque non è un quadrato per- 
fetto. Similmente, una frazione irriducibile i cui due ter- 
mini non sono quadrati perfetti non può. essere un qua- 
drato perfetto (236). 

Da ciò segue che la radice quadrata dì un numero iV' 
che non è quadrato perfetto, non può esprimersi nè con 
un numero intero nè con una frazione, e quindi è un 
numero incommensurabile. Ora queste radici quadrate 
hanno bisogno di una nuova definizione, poiché quella 
che ^ibbiamo già data {^37) non vi si può evidentemente 
applicare. 

la radice quadrata di un numero N che non è qua- 
drato perfetto si definisce dicendo che è un numero in- 
commensurabile maggiore dei numeri i cui quadrati 
sono inferiori ad ti, e minore dei numeri i cui quadrati 

sono superiori ad N. 

È facile vedere che ^/JV è elfettivamente tm nume- 
ro, cioè può esprimere ia misura di una grandezza. Con- 
sideriamo, per esempio, il cammino percorso da un mo- 
bile che parte da uri punto di una linea retta indeiìnita 
c si muove su questa retta sempre nello stesso senso, li 
cammino di cui si tratta, crescerà in un modo continuo 
a cominciare da zero; il quadrato del numero clic lo mi- 
sura, prima minore di If, finirà per divenire più grandu 
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di N' Si concepisce che in ud certo istante 11 cammino 
percorso sarà maggiore di tutte le lunghezze misurate 
dai numeri i cui quadrati sooo più piccoli di N, e mi- 
nore delle lunghezze misurate dai numeri i cui quadrati 
sono più grandi di N; in questo istante, il cammino per- 
corso dal mobile sarà misurato da \/^. 

239. L'operazione mediante la quale si determina 
la radice quadrata di un numero è detta estrazione della 
radice quadrata. 

La questione che ci proponiamo -di risolvere paò 
enunciarsi nel seguente modo: 

Essendo dato un numero N intero o frasionario, 
estrarre la sua radice quadrata esattamente, se N j wi 
quadrato perfetto, e con una data approssimasioiK nel 
caso contrario. 

Badioe quadrata m mono di Bu nnità* 

^'i'O. La radice quadrata di nn numero a meno di 

una unità, è il massimo numero intero che sia contenuto 
nella radice quadrata di questo numero; essa è, per con- 
seguenza, la radice del massimo quadrato intero eoa- 
tenuto nel numero considerato. 

2il. Teorema I. La radice quadrata a meno di 
un' unità di un numero frazionario N , è uguale alla 
radice quadrata a meno di un' unità della parte intera 
di N. 

Supponiamo, infatti, che iV sia compreso, per 
esempio, tra 3758 e 3759, si tratta di provare che la 
sua radice quadrata a meno di un' unità è la stessa dì 
quella di 3758. E invero, per cib cbe si è detto in- 
nanzi (2^), la tadice quàSrata di a meno di un' nni- 
tà, è la radice quadrata tiel massime qaadr&to Intero 
contenuto in W. 'Ora, i numeri interi contenuti in iV, 
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sono 37oS e i numeri minori, ìq guisa che ìl loassimo 
quadrato intero contenuto in JV è lo atesso che il mas- 
simo quadrato intero contenuto in 3758. E per conae- 
guenza, la radice di iV a meno di on' unilft è la stessa 
di gnella di 3758. 

2(2*. Teorema II. Se un numero intero ha 2n 
0 2n— 1 eifi^e, la sua radice quadrata ha n cifre. 

Va numero di una cirra è uguale o maggiore di 1 e 
minore di 10'; un numero di due cifre è uguale o maggiore 
di 10' e minore di IO'; un numero di tre ciTre è uguale o 
maggiore di 10' e minore di 10^; e in generale un numero 
di n cifre è uguale o maggiore di 10"^' e minore di 10". 

Ciò posto, supponiamo di volere estrarre la radice 
quadrata di un numero N di 2n cifre. Da ci6 che pre- 
cede si ha che 

JV<10'", iK> 10'"-', e a più forte ragione If> 10**-'; 
quindi 

Dunque il nuinero delle cifre di v^iV è ». 
Se N ha ^m—i cifre, avremo 

iV=10*"-*, JV<10'"~' e a più torte ragione JV<10*'; 

quindi 

Dunque il numero delle cifre di \/lSè n. 

2^3. Quando un numero è minore di 100, la tavola 
di moltiplicazione fa conoscere il maggior quadrato che 
vi sia contenuto, e per conseguenza la sua radlix qaa- 
drata a meno di una unità. ' 

Esempio. La radice <|uadrtia di 73 a meno di una 
unità , è 8, giacché 6& è II maggior quadrato intero con- 
tenuto in 73. 
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Quando ua numero è maggiore di 100, la sua ra- 
dice quadrata a meno di un' unità , ha più di una cifra; 
il metodo che si usa per trovarla riposa sui due seguenti 
teoremi: 

244-. Teorema III. La radice quadrata di un nu- 
mero N maggiore di 100, contiene precisamente tante 
decine quante som le unità della radice quadrata del 
ntmero delle sm centinaia. 

Se indichiamo con x il numero delle diecine di 

è compresa tra itXlO ed (a!4-l)X10; dunque If 
è compreso tra il quadrato di xyiiO ovvero x^X^Wi e 
il quadrato di (a;-+-l)X10 ovvero (a;-Hl)'X100. Per con- 
seguenza il numero delle centinaia di JV è compreso 
tra x* e (x-+-if; o in altri termini, x' è il maggior 
quadralo intero contenuto nelle centinaia di JV, ed a: è 
la radice di questo maggior quadralo, 

OssERVAziojìE. Per avere il numero delle diecine 
contenute nella radice quadrala di un numero, si è ve- 
duto che bisogna cercare quante centinaia contiene que- 
sto numero, ed estrarre la radice quadrata del resulta- 
to, a meno di una unità. Quando il numero dato è 
intero, sì avrà immediatamente il numero delle centi- 
naia, sopprimendo le due ultime cifre a destra. Si può 
dunque dire : 

numsro delle diecine contenute nella radice qua- 
drata di un nimero intero H è la radice quadrata a 
meno di una unità del numero Ni ottenuto cancellando 
le due ultime cifre di N. 

Se JV, è maggiore di 100, si può applicare il resul- 
tato precedente alla radice del numero JV^. 11 numero 
delle diecine che vi sono contenute si otterrà estraendo 
ameno di una unilàìa radice quadrata del numero 
ottenuto sopprimendo le due ultime cifre dì A\. 

Ora, la radice di Ni rappresentando il numero delle 



CAPITOLO X[. 



189 



diecine contenute nella radice di JV, il numero delle diecine 
che conliune "'^■'^ ^ '^^^ •^""'^ 
tinaia contenute in D'altra parte, Ni essemiosi 

ottenuto sopprìmendo le due ultime cifre a destra di iV 
ed N, sopprimendo le due ultime cifre a destra di Ni , 
JVi può ottenersi cancellando quattro cifre a destra 
di N. Si può dire dunque : 

Il numero delle centinaia contenute nella radice 
quadrata di un numero intero N, è la radice quadrata 
a meno di una unità del numero N, ottennio soppri- 
mendo le quattro ullime cifre di N. 

Al modo stesso si vedrà clic i! numero delle diecine 
contenute nella radice quadrata di iVa, cioè a dire, il 
numero di migliaia contenute nella raJicc quadrata di 
N, è uguale alla radice quadrata del numero A'j, otte- 
nuto sopprimendo le due ultims cifre di ^V^,, cioè sop- 
primendo le sei ultime cifre dì N. Si può dunque dire: 

/; numero delle migliaia contenute nella radice 
quadrata di un numero intero ^ è la radice quadrata 
a meno di una unità del numero ottenuto sopprimendo 
le sei ultime cifi-e di N, e così dì seguito iadeBnita-' 
mente. 

245. Teorema Vf. Se da numero intero N st 
fofflie il quadrato delle diecine della sua radice , e si 
dividono le diecine del resto pel doppio di quelle della 
radice , si ottiene un quoziente superiore o eguale alla 
cifra delle unilà della radice. 

Indichiamo con a il numero delle diecine di 
G con 6 la cifra delle unità dì questa radice. La parte 
intera di \/W<i ay^iO-ì-b; quindi, N è almeno eguale 
ad ((iX10+6)S ovvero ad a'X100+2«X10Xfr+&'. 
Se dunque ai toglie da IV il quadralo delle diecine della 
sua radice, cioè: ft'XlOO, il resto iV— a'X*00, che in- 
dicheremo con./(, sarà almeno eguale a 2oX10X*'+** 
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e conterrà almeno SaX^* diecine. Da ciò segue che di- 
videndo per 2a il numero delle diecioe ài R, ei troverà 
un quoziente eguale o superiore a h. 

2W. Osservazione. Per determinare il valore esatto 
della cifra delle unità, bisogna provare successivamente 
il limite dato dal teorema precedente, se è minore di 
dieci, e 1 numeri di una cirra che gli sono inferiori. Le 
prove da fare consistono nel formare il quadrato della 
radice presunta, e vedere se questo quadrato è coatenuto 
nel numero proposto: guaudo clb- non avviene la cifra 
provata deve essere diminuita. Vedremo più lungi come 
si abbreviano queste prove, proQttando dei calcoli fatti 
anteriormente. 

Regola generate per l'etlrBiioiie dslla radice quadrata. 

247. Per trovare quante diecine contiene la radice 
quadrata di un numero intero, basta estrarre la ra- 
dice da un numero avente due cifre di meno. Conosciuto 
il numero delle diecine, si può trovare la cifra delle 
unità. Dunque la ricerca della radice quadrata dì un 
numero è ridotta a quella di un altro numero che ha 
due cifre di meno; a. questo nuovo numero si potrà al 
modo stesso sostitmre un altro anofae più semplice, e 
cosi di seguito, sino a che si pervenga a un numero di 
una 0 due cifre, di cui si conoscerà immediatamente la 
'radice. 

Siamo quindi condotti alla seguente regola: 
1°, Per estrarre la radice quadrata da un numero 
intero, si divide questo numero in classi dì due cifre 
cominciando dalla destra : il numero di queste classi, 
di cui V ultima può avere una sola cifra, è quello delle 
cifre della radice. 

Se infatti, vi sono n classi, il numero proposto 
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contiene 3» o 2n— 1 cifre, e allwa ^2) la sua radice 
quadrata lià n cifre. 

2°. La prima cifra della radice è la radice qua- 
drata a meno di una vnilà, del numero espresso dal- 
l' ultima classe. 

Consideriamo,per esempio, ii numero iV=1376!i.932, 
al quale riferiremo tulle ie segucnli spiegazioni. 11 nu- 
mero delle diecine di v^^^ ^ radice quadrata a 
meno di una unità di 1376Ì9. il numero delle centinaia 
di è la radice quadrala a meno di una unità 
di 1376, e il numero delle sue migliaia, la radice qua- 
drata a meno di una unità di 13 (2H). Ora, 13 è precisa- 
mente r ultima classe del numero proposto; dunque la 
seconda parte della regola è dimostrata, e la radice qua- 
drata di 13, 0 3, è- la prima cifra della radice. 

3". Dopo avere ottentUa questa prima cifra, se ne 
forma il quadrato, che si toglie dal numero espresso 
dall'ultima classe; accanto al resto si scrivono le due 
cifre che formano la classe seguente e si dividono le 
diecine del numero R, così formato , pel doppio della 
prima cifra della radice. Il guo2Ìeii!e è uguale o supe- 
riore alla seconda cifra. 

Per trovare il numero delle cctUiiiaia, cioè a dire Le 
due prime cifre della radice cercala, basta eslrarrc la ra- 
dice da 137G, di cui si conosce già la cifra delie diecine 3 ; 
per questo oggetto si loglierà da 1376, il quadrato delle 
tre diecine della sua radice, e dividendo le diecine del 
resto pel doppio di quelle della radice, si otterrà (%kb) 
un quoziente maggiore o eguale alla cifra delle unità. 

Il quadrato delle 3 diecine è 9 centinaia, le quali, . 
tolte da 1376, lasciano per resto 1^76 j dividendo lit7per-6, 
il quoziente è 7 , la dfra delle unità della radice di 1376, 
cioè a dire la seconda cifra della radice cercata, non può 
dunque superare 7. - 
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4". Il valore esatto di questa seconda cifra si deter- 
mina provando successimitante il quoziente trovato, sa 
è minore di 10, e i numeri di una cifra che gli sono 
inferiori. Per fare queste prova, si raddoppia la prima 
cifra della radice, si scrive, alla destra del resultato, 
la cifra da provare , e si moltiplica il numero così for- 
mato per la cifra stessa provata. Se il prodotto è mi- 
nore del numero Rt, definito (3°), la cifra provata è 
esafta, altrimenti bisogna provare la cifra inferiore di 
una unità, e così di seguito se questa ultima fosse troppo 
grande. 

11 numero Bi, definito (3°), è nel caso attuale* 1^76, 
che si è ottenuto togliendo da 1376 il quadrato delle tre 
diecine che contiene la aua radice. Ora, questa radice 
'iisendo composta di tre diecine, più un certo mimerò 
(li uDìtà, il suo quadrato si compone @2C) dei quadrato 
delle tre diecine, del prodotto delle unità pel doppio delle 
tre diecine, e del quadrato delle unità ; e poiché ia som- 
ma di queste tre parti dove essere cenleniitu in 137G, 
ne segue che la somma delle due ultime deve potersi 
togliere dall'eccesso di 1376 sulla prima parte, cioc 
da W6. Ora, la quarta parte della regola consiste pre- 
cisamente in questa verìBcazìone; e inralti, quando per 
provare 7 si moltiplica questo numero, come abbiamo in- 
dicato, per 67, il prodotto si compone di 7X7+''X6**» 
cioà del quadrato delle unità presunte, più il prodotto 
di queste unità, pel doppio delle diecine. Se dunque il 
prodotto non può sottrarsi da &76, la cirra 7 è troppp 
graode. 

Nel caso attuale questo prodotto è uguale a 469, 
che può togliersi da 476 e lascia per resto 7. La cifra 7 
è dunque esatta. L' operazione ci dice inoltre, che 1' ec- 
cesso di 1376 sul quadrato di 37, è uguale a 7. 

5°. Alla destra del resto ottenuto neW operazione 
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'precedente, si scrivono le due cifre della elasse se- 
guente, e si dividono le diecine del numero Ra così 
formato, pel doppio del numero che esprimono le due 
prime cifre della radice; il quoziente è maggiore o 
eguale alla tersa cifra. 

Il numero delle diecine contenuta nella TaiicSyè{W*k) 
la radice goadrata a meno di un' unità di 1376(i9. Dun- 
que, per trovare il numero di queste diecine, cioè l'in- 
sieme delle tre prime cifte della radice, basta estrarre 
la radice quadrata di ]OT6I»9, di cui già si conosce il 
numero delle diecine 37. A quest'oggetto, si toglierà 
da 137649 il quadrato delle 37 diecine della sua radice, 
e dividendo le diecine del resto, pel doppio di quelle 
della radice, si otterrà un quoziente maggiore o 
uguale alla cifra delle sue unità. 

II quadrato delle 37 diecine è 1369 continaia. L'eC- 
ceaso dì 137649 sui quadrato delle 37 diecine, o il nu- 
mero Hi, è dunque 749; dividendo il numero delle sue 
diecine, 74, per 74 doppio di 37, il quoziente è 1; dun- 
que la cifra delle unità della radice di 137649, cioè la 
terza cifra delia radice cercata, non può superare 1. 

6". Il valore esatto di tptesta tema cifra si determi- 
na, provando successivamente il quoziente trovato se è 
minore di 10, e i numeri di una cifra che gli som infe- 
riori. Per fare queste prove si raddoppia il numero 
formato dall' insieme delle due prime cifre, si scrive 
alla sua destra la cifra da provare, e si moltiplica il 
numero così formato per la cifra stessa provata. Se 
questo prodotto può togliersi dal numero R^, defi- 
nito (5°) , la cifra provata è esatta, altrimenti bisogna 
diminuirla di un' unità e provarla di nuovo. 

II numero R3 , deHnito (5°), è, nel caso attuale, 749, 
che si è ottenuto togliendo da 137649 il quadralo delle 
.37 diecine della sua radice. Ora, questa radice essendo 

13 
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composta di 37 diecine, più un certo numero di unità, 
il suo quadrato si compone del quadralo delle 37 dieci- 
ne, del prodotto delle unità pel doppio di 37 diecine, e 
del quadrato delle nnità. E poiché la somma di queste 
Ire partì dev'essere contenuta in 137649, ne segue che la 
soninia,delle due ultime debba potersi togliere dall'eccesso 
di 1376&9 Bulla prima parte, cioè a dire da 749. Ora, la 
sesta parte della regola oondste precisamente lo questa 
veriflcaziooe; e infotli, quando per provare 1 bì moltiplh 
ca, comesi è Indicato, la citta 1 pel numero 741, flpnn 
dotto si compone di IXl+^X'^^^^ '^^'^ (lei quadrato delle 
unità, e del prodotto di queste unità presunte pel dop- 
pio delle diecine. Se dunque questo prodotto non potesse 
togliersi da 719, la cifra 1 sarebbe troppo grande. 

Nel caso attuale, ii prodotto è uguale a 741, che 
può togliersi da 749, c lascia per resto 8. La cifra 1 è 
dunque esatta, e l'operazione ci fa vedere inoltre che 
l'eccesso di 137649 sul quadrato di 371, è 8. 

7°. Quando si è trovata la terza cifra, un proce- 
dimento affatto simile fornisce la quarta , poi la guin~ 
ta, ec. 

Cifuion ha bisogno di spiegazioni. 

Nel caso attuale, per determinare la quarta cifra 
della radice, si soriveri alla destra d^ resto tt la dasae 
segaenta 32, e dividerà 88, numero delle diecine dì 
Si^pel doppio di 371, cioè per 743; il qaoiiente di 
questa divisione essendo 0, la tAtn. deHe onilà della Ca- 
dice è 0. È evidfflite eh* è Inolile provarla. 

La radice quadrata di 13764933 è donqoe 8710, 
e il resto 832, cioè «he : 

13764932= (3710)*-+ 832, 

come è del resto facile verificare. 

248. Teorema V. Il resto ottenuto mlP estraxione 
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di una radice quadrata, non può mai superare il dop- 
pio della radice. 

Siano infatti iV^ un numero intero, e R la sua radice 
quadrata a mono dì un' unità; il resto dell'operazione è la 
differenza jV—yì'i se questo resto superasse IR, ^V.siirebbe 
almeno eguale ad iì'+2fl+l, cioè ad (JÌ+1)*, e la sua 
radice sarebbe per conseguenza almeno eguale ad 

Beciprocameate, se il quadrato di ua numero io- 
tero R è minore di JVe che la differenza N—M* dod su- 
peri 2fi, questo nuDiero A è la radice quadrata (d If a 
meno di un' unità. 

Infatii, jy—R* essendo mioore di è mi- 

nore di R^-h'iR-hi , cioè di e per conseguenza, 

R* è il maggiore quadrato intero che vi sia contenuto. 

249. Osservazione. Talune volte accade che l'abitu- 
dine del calcolo facendo presumere che una cifra da pro- 
vare sìa troppo grande , si diminuisca immediatamente di 
una 0 più unità; provandola dopo questa diminuzione, si 
vede se è troppo grande, e se è troppo piccolo ne sare- 
mo avvertili dal teorema precedente, perchè il resto 
corrispoodeate supererà ii doppio del numero Cormato 
dalle cl£re già trovate della radice. 

Modo di dì*f otte l' operaxioBe. 

250. I>rcaidi8iiip per esempio il iramero hi'SSBi, al 
quale applkbereino la regota precedente : 

412334 I 642 
£6 124 

522 4 

^96 1282 

2 6 3 4 2 
2564 
70 



m 



TRATTATO d" ABITMETICA. 



V. Sì divide il numero ìq classi di due cifre; queste 
classi essendo in numero di 3, la radice a\rà 3 cifre. 

2°. La radice quadrata dell'ultima classe 41 è 6; 
G è dunque la prima cifra della radice. 

3°, Da 41 si toglie il quadrato di 6, il resto è 5. 
Alla destra di 5 si scrive la seconda classe 22 e si di- 
vide 52, numero delle dieciae di 522, pel doppio della ci- 
fra 6 scritta alla radice. Il quoziente 1» di questa divisione 
è la seconda cifra della radice, o una cifra troppogrande. 

4". Per provare 4, si scrive alla destra del doppio 
della prima cifra, e si moltiplica il numero 124 cosi 
formato per 4. n prodotto 496 potendo togliersi da 5S&y 
e lasciando per resto 26, la ufra 4 è esatta. 

5°. Alla destra del resto 26 si scrive la terza classe 
del numero proposto, 6 si divide 263, numero delle die- 
cine di 2634, pel doppio del numero 64 scrìtto alla ra- 
dice, cioè per 128. Il quoziente 2 di questa divisione è 
la terza cifra della radice, o una cifra troppo grande. 

6°. Per provare 2, si scrive alla destra del doppio 
del numero espresso dalle due prime cifre, e si molti- 
plica il numero 1282, cosi formato, per 2. Il prodotto 2564 
potendo togliersi da 2634, la cifra 2 è esaltavo la ra- 
dice è 642; il resto è 70. 

25r. Supponiamo che estraendo la radice quadrata 
a meno di una unità di un numero qualunque si sia 
trovato il numero a; v^V è compresa fra a ed a+l; 
ma quale dì questi due valori è più vicino ai vero, o in 

altri termini è compresa fra a e o + 1 o fra o -f- ^ 

e ffi+1 ? Per rispondere a questa quistione osserviamo 

che allorquando \/Wè compresa fra a edu-f-gjiTaarà 

compresa fra o* ed lOvverofrao'eda'+o+l; 
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ora si ha iV'=(i'+r, r essendo il resto trovato nel- 
r estrazione della radice quadrata di N, ne segue che 
se r è uguale o rninore di a, è per l' appunto com- 
pnsa fra ì limili precedenti ; ed in questo caso a sarà la 
radiice quadrata di JV a meno di . Similmente allora 

quando compresa fra a + ^ ed a+l] S sarà 

compresa fra a'-j-«H- j ed o'+2aH-l; la qual condi- 
zione sarà verificata allorché r sarà maggiore di a e 
per conseguenza di a4-^> Quando ciò avvenga o+l 
sarà la radice quadrata di JV^ a meno dì |. 

Possiamo dunque enunciare la seguente regola; 

La radice del massimo quadrato contenuto in un 
numero dato, sarà la radice di questo numero a meno 
di una mezza unità per difetto, se il resto è eguale a 
questa radice o minore di essa, e questa radice aumen- 
tata di un'unità sarà la radice d^l numero dato a meno 
di una mezza unità per eccesso, se il resto è maggiore 
della radice. 

252. La ricerca della radice quadrala di un numero a 
meno di una unità può abbreviarsi in virtù del seguente 
teorema: 

Teobema. Trovata più della metà delle cifre delia- 
radice quadrata di un numero intero, si possono tro- 
vare tutte le altre mediante una sola divisione. 

Sia Nun numero intero. Supponiamo che la parte 
intera di \/N abbia 2w4-l o un maggior numero di ci- 
fre, che si sieno trovate le prime, e clie le rimanenti 
sieno in numero di n. Indichiamo con a il numero for- 
malo daile cifre conosciute di v'^' seguite da n zeri, e 
con 3c il numero generalmente incommensurabile che 
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bieogoa aggiungere ad a per avere il valore esatto 
di \/3f« Si avrà iV= (o-Ht)' e quindi 

togliendo dalle due parti a* si ha 

iV— fl" =2m-1-ì--; 

e dividendo i due membri di questa eguaglianza per 2a. 
si ottiene 

Sia g la parte intera del quoziente della divisione di JV— o* 
■ per 2a, ed r il resto ; avremo iV — o* = 2fir(?+r, da cui 

e per oonseguNiza 



e togliendo dalle due parti 



Poiché la parte intera di x lia n cifre, a; è minore 
(li 10", e per conseguenza x' è minore di 10'"; ma per 
ipotesi a contiene almeno 2jì-{-1 cifre, dunque aX2 è 

miiggiord di 10*". Da ciò risulta che la (l'azione ^ è 

2a 

minore dell'unità. ^ anche minore dell* unilà, per 
conseguenza l' errore che si commette preodoido ^ = $ 
sarà minore di un' unità. 
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Le due eguaglianze 

N = a'-i-'icig-\-r; 

mostrano che se r > 9% a+g sarà il valore approssi- 
mato di per difelto; se r<5*, questo valore sarà 
approssimato per eccesso, fìnaltnente se r — q^^ a+q 
sarà il valore esatto di y/T^. 

253, OssERVAZiOKE. Quando la prima cifra a sinistra 
di rt è eguale 0 maggiore di 5, il teorema precedente Iia 
luogo anche quando si sia trovata la sola metà delle ci- 
fre delia radice. Infatti se la parte intera di \^ contie- 
ne 2jì cifre, a ne conterrà pure 2», e ne conter- 
rà 2?ì-r-l; quindi «X^ sarà sempre maggiore dì 10'" 
mentre ìb' è minore di 10*". 

Esempio I. Sia JV^=a5S8d6733; la radice d^e con- 
tenere cinque cilVe. Sopponiamo che col metodo ordi- 
nario si eia trovato 159 pel numero formato dalle tre 
prime cifre; si avrà a = 15900. Il resto N—a^ è 3086734, 
e ]a divisione di questo resto per 2XÌ5900 dà per quo- 
ziente intero = 97 e per resto r = 21. Quindi la radice 
è 15997 a meno di un' unità per eccesso. 

Esempio II. Sia iV^= 324012895737; la radice deve 
contenere sei cifre. Col metodo ordinario si sono trovale 
le tre prime cifre delia radice 5C9; si lia «— TiOycOO. 
Il resto N—a^ è uguale a 251895737; dividendo questo 
numero per 2X569000 si trova ff=221, r = 397737. 
Quindi 569221 è la radice a meno di un'unità per difetto, 
perchè r^j*. 

Calcolo delle radio! quadrate oon una data approfiìmaiionc. 

254. Le radici dei numeri cbo non sono quadrali 
perfetti possono determinarsi con quella approssima- 
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zione che si vuole. Infoiti, uo namero N qnalonque pu& 
sempre porsi sotto la forma ^^^ -t quindi avremo 

n 

Estraendo la radice quadrata a meno di un' unità 
dal prodotto Ny(.n*^ supponiamo che siasi trovato il 
numero m; è chiaro che y/N^^nwh, compresa fra m 
ed m+i ; quindi, evidentemente sarà compresa 
fra — ed . e l' errore che si commette nel pren- 
dere l'uno o l'altro di questi due valori, dilTerisce dal 

vero per meno dì — . 

n 

Possiamo dunque enunciare la regola seguente: 
Per estrarre la radice quadrata da un numero N 
a meno di un numero dato ~ , bisogna estrarre a meno 

di un'vnità la radice gttadrata del prodotto NX>*'i^ 
dividere il resultato per n. 

Esempio. Debbasi estrarre la radice quadrala 
di !~ a meno di i ; moltiplichiamo ^ per 49, quadrato 

di 7, il prodotto è cioè ^ o 71^ h la sua 

o o o 

radice quadrata a meno di un'unità, la slessa di 

quella di 713 (241), è uguale a 26, e per conseguenza 

la radice di ^ a meno di ^ è cioè che la radice 

5 7 7' 

73 26 27 

quadrata di -g- è compresa fra y e y . 

255. Quando il denominatore di una frazione è un 
quadrato perfetto b*, la radice quadrata di questa fra- 
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•sione a meno di^si ottiene estraendo la radice quadrata 

del numeratore a meno di un' unità, e dividendo il ri- 
sultato per b. 

Questa proposizione risulta immediatamente dalla 
regola generale; giacché, secondo questa regola, per 
estrarre la radice quadrata da a meno di ^, bisogna 
moltiplicare p- per 6', estrarre la radice quadrata del 
prodotto a a meno di un' unità, e dividere il resultato 
per b, ciò che è precisamente l'operazione indicata. 

Per estrarre la radice quadrata di una frazione, si 
comincia spesso per rendere il suo denominatore un 
quadrato perfetto, moltiplicando i suoi due termini pel 
deDominatore, e poi si profitta dell'osservazione prece- 
dente. 

ESBUFio. Debbasi eslrarre la radice quadrata da 

■ 73V'i 3(51 

questa frazione è uguale a ° 25" ' ^^""^ 

sua radice quadrata a meno di - basta dunque estrarre 

a meno di una unità la radice quadrata di 365, che è 19, 

e dividerla per S; dunque la radice quadrata di — 

5 

^- i A 19 

il meno ai ^ e -=- . 

5 a 

256. Talune volte, per rendere il denominatore di 
una frazione un quadrato perfetto, si può adoprare lin 
moltiplicatore minore del suo denominatore. Infatti (233), 
perchè un numero sia un quadralo perfetto, basta che 
tutti i suoi fattori primi abbiano esponenti pari; quindi, 
per rendere un numero quadrato perfetto, basterà mol- 
tiplicarlo pel prodotto di lutti i fattori primi che con- 
tiene con esponenti impari. 
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Abbiasi, por esempio* ]& frazione -, 



300 3X2*X!i" 
per rendere il bw denominatore un quadrato perfetio, 
basta moltiplicare ! suoi due termini per 3; e allora dì- 

venta J^J^FL o la radice quadrata di 3825 a 

meno di un'unità è 61, e per conseguenza quella 



Volntaiione in deoimali della radica quadrata 

^7*. CoDsideriamo un numero intero o frazionario, 
e supponiamo che si voglia valutare yT?' a meno di -jt^ . 
Secondo la regola precedente, bisogna : 1° mollipiicare N 
pel quadrato di 10", clie è IO'" ; 2" estrarre a meno di 
un' unità la radice quadrata del prodotto ; 3" dividerti 
il resultato per 10", Questa regola può essere enunciala 
in due modi diversi relativi all'ipotesi di If intero o 
frazionario. 

i". Per estrarre, a meno di la radice qua- 
drala di n>i numero intero N, si scrivono 2n zeri alia 
destra di N, sì csirae, a meno di nn iiuilà, (a radico 
quotata del numero così formato, e si separano a cifre 
degnali alla destra del risultato, 
ir 2". Per estrarre, a meno di la r^iee dua- • 
*dT(da di «n nu««ro ^taiowxriofH valiOa quetto m- 
mero a meno di H sopprime la virgola, poi si 
estrae, a meno di m'UTtUà, la radice quadrata del- 
l' intero così ottenuto f e si sparano n cifre deeittuUi 
alta sua destra. 
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Esempi, r. Valutare \/2 a meno di ^ o di 0,0001. 

I valori a meno di un' unità di \/2U0000O00 sono 
1&1&2 e iiikS; quindi l,4t42 e l,41i3 sono i valori di \/2 
a meno di 0,0001, il primo pei difetto, il saccmdo per 
eccesso. 

2'. Valutare 'y^a meno dt ^ o di 0,001. Il va- 
lore di y in decimali, a meno di ^ , è 0,71&285. 1 va- 
lori di y'IikSSò a meno di un'unità, sono Sk5 a 846; 
per ronseguenza, 0,845 e 0^846 sono f valori di -y^^ a 
meno di 0,001, il primo per difetto, fi secondo per eccesso. 

3'. Valutare a meno di 0,001 Secondo la 

regola, bisogna esprimere 3,141 con 6 decimali, ciò che 
si farà scrivendo tre zeri alla destra di questo numero. 
Sopprimendo poi ]a virgola, si !ia il numero 3141000. 1 
valori di\/^liÌ0ÓO amenodi un'unità sono 1772 e 1773; 
per conseguenza i valori dì \/3,lki, a meno di 0,001, 
sono 1,772 e 1,773. 

258. Osservazione. Da ciò die si è detto innanzi sì 
vede che^er delermimre la radice diunmmeroameno 

di basta conoscere le Za prime cifre decimali del 

suo v(dore in decimali; quindi, se un numero ^ più 
di 2fl cifre decimali, baster& considerare le sole^n- 
me 2fl, e fare astrazime dalle altre. ^ 

EsEBiFio. Debbasi estrarre a meno di la radice 
10 

quadrata di 3,7157248933; basterà considerare le sole 

prime quattro cifre decimali, cioè basterà considerare il 
numero 3,7157. Sopprimendo la virgola, si ottiene 37157. 
I valori v^STÌS? a meno di un' unità sono 193 e 194; per 
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coDBegaenza 1,93 e 1,9!» fion i valori di y/S^fi^ì^^M 
a meno di 0,01. 

Tklm «ppvoitinuto delln nidiee qudrata quudi) il gnido 
di «ppiOHinMÌDne non è fiuato con preoiiìoBe. 

259. Ottenuto uo valore approssimato della radice 
quadrata dì uq numero, si può fare uso di questo va- 
lore per dedurne un secondo ancttg più approssimato. 
Questo secondo può al modo stesso fomime un terzo, 
qaest* ultimo un quarto, e cosi di seguilo indefinita- 
mente. Ecco in che consiste questo metodo, che condace 
rapidamente ad un valore molto approssimato. 

Sia iVil numero di cui si cerca la radice quadrata, 
a il valore approssimato della radice, 
x il numero piccolissimo ctie bisognerelibe ag- 
giungere ad a per avere la radice esalta. 
' Essendo a+x la radice di iV, si avrà evid^temente 

a; essendo per ipotesi piccolissimo, il suo, quadrato è 
molto pili piccolo; sì può dunque, senza errore sensibile, 
trascurarlo e ridurre l' equazione precedente a 
iV=»*-i-2a£t; 

per i|»nsegnenza 2ax è eguale ad lf—a\ exn 
in, guisa che 

è il valore approssimato che si cercava. Questo valore 
può scrìversi ' 

2 ar^J- 
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Si ha duDQue qaesto teorema: S« a è un valore appros- 
simato di VK, ^(fi"!"^) ^ secondo valore più ap- 
prossimato del primo. 

Osservazione. 11 \alore di x trovato inoanzi è mag- 
giore del valore esatto, perchè l'equazione iV=:o*+2aa:, 
dalla quale si è dedotto, differisce dall'equazione esatta 
jV— a''^2(t3;^-a^% per la soppressione di x* nel secondo 
membro di quest'ultima, 

260. Se poniamo ^^a-i-~^ = b, b sarà un valore 
approssimato di -\/iV, sul quale potremo ragionare co- 
me abbiamo fatto sopra a, avvertendo solamente di 
rappresentare il valore esatto di \nf con b — x, poiché 
i^yTV; avremo 

N = (b-xy = 6»— 26«-i-it', 
ovvero, tralasciando x\ 

N=b*-2bx, 

da col ^ conchiude 

^—^-^ 

e il nuovo valore appro^Bimato della radice è 

' 26-=*-2+2E=2l''+t> 

Questo terzo valore, che indicheremo con c, sarà 
maggiore del valore esatto, come è facile assicurarsene. 

Si potrà continuare indeflnitamenle, e si otterrà una 
serie di valori lutti maggiori di \/N', e che si avvicine- 
ranno con molla rapidità al valore esatto. 
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Appro»ìiiianon« die sì può otteoere allorché il nmnera 
•opra il qnale «i opera non é oonotoiato era preoÌMoae, 

361. Quando il valore di un numero iV non è co- 
nosciato esattameote, si concepisce che vi ha un li- 
mite al grado di approssimazione , che può ottenersi 
nella radice ynadrata. Sapendo, per esempio, che JPfè 
compreso fra A b B, a& risulta solamente che ^ 
compresa tra V7e V^t 4 non sì potrà con alcun mezzo 
asaegnatre il suo valore con mia maggiore approssima- 
zione. Si dovrà dunque prendere i odi fferen temente 
per \/y un numero qualunque compreso tra questi due 
limiti. Se per valore di 'y/iV si sceglie la semisomma di 
-V/Z e dì \/^, si può affermare elio l'errore ìd piii o in 
meno, è minore di — (y^T— É impossibile avere 
una maggiore approssimazione. Questo limite dell' ap- 
prossimazione che si può raggiungere, -1-' (v^— 

pu6 porsi sotto una forma che rende più agevole il cal- 
colo del suo valore appros^mativo. 
Si ha 

ora 

donque 

e differendo poco l' uno dall' altra, ai può sup- 
porlo eguali, e si ha approssimativamente 
B-A 
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per limite mioore del grado di approssimazione col qualfi 
5i può calcolare la radice quadrata dì un numero N, 
quando si conosce solamente che questo numero è com- 
preso fra J3 e A. 

Esempio. Riducendo ntmero in decimali, si sono 
trovate per prime cifre k5^5k. Le cifre seguenti non sono 
eonoseiute. Con quale approssimazione si può ott&tere 
la sua radice quadrata? 

Il numero di cui si tratta è compreso fra 45, 5i e 
kS, 55 che rappresentano qui i limiti iudicati preceden- 
temente oon S ed A.I& diffOTenza £ — A è 0, 01; dun- 
que il limite minore del grado di approssimazione pos- 
siblle è: 

0, 01 
^45, 54. ■ 

V'^STsF essendo maggiore di 6, questa frazione è mi- 
nore del ventiquattresimo di 0, 01 ; sarà dunque possibile 
ottenere la radice cercata con un errore minore di -^^^ 
Applicando la regola generale (25i) si sarebbe cre- 
duto che non poteva ottenersi un' approssimazione mag- 
giore di poiché del numero dato si conoscono due 
sole cifre decimali. 



I. Qoalanqne qnadrato impari diriso per 8 di per resto i. 

II. La radice di a meno dì — é ^^^i è questo il 

n n n 

solo numero che sia eguale alla sua radico a meno di — ? 

IH. Se un numero pari è la somma di due quadrati, la 
Eoa metà è egualmente la somma di due quadrati. 
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IV. Se a e fi| sono numeri primi fra loro, ano pari e 
r allro ìmpari , la differenza dei loro quadrati non pnò essere 
an quadralo che se 0+6 e a — b sono essi pare quadrali. 

V. Dedurre dal teorema precedente che ì quadrati eguali 
alla somma di dae altri sono tulli dati dalla formala 

m ey indicando numeri interi qualunque. 

VI. Se a, b, c sono tre Dumeri differenti, a-i-b-f-e é mi- 
nore di v'3(a'-i-'»'-+-c'J. 

VII. a, b, a, |S essendo qnatiro nameri qualunque, 
{aa-i-bpf è mipore di [a«H.6-J[«=+^'), l' eguaglianza ò possì- 
bile in un casa: quale é questo caso? 

Vili. Il valore di un diamante è proporzionale al qua- 
drato del suo peso. Provare che dividendo il diamante in dae 
pezzi, si diminuisce il valore e che questa diminuzione di 
valore è la maggiore possibile quando i dae pezzi hanno lo 
slessD peso. 

IX. Estendere la proposizione precedente al caso nel 
quale il diamante é rotto in un dato numero di pezzi: il 
valore totale di questi pezzi è il mìnimo possibile, quando 
essi hanno lo slesso peso. 

X. Se un quadrato intero è eguale alla somma di due 
altri b*'t-c% nno dei tre numeri a,b 0 c è divisìbile per 8. 
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Teomai nlalìn «i «iiIm> 

262. Teorema I. Il cubo della somma di due numeri 

si compone del cubo del primo ^ più tre volte il prodotto 
del secoli do pel quadralo del primo, più tra volte li 
prodotto del primo pel quadralo del secondo, più il 
cubo del secondo. 

Siano acbì numeri proposti. Formare il cubo della 
loro somma, signiCca moltiplicare per 
ora ^26) 

((H-6)* = o'+2oX6+ft*- 

Fer moltiplicare questa somma per a+b, bisogna 
moltiplicare le tre parti del moltiplicando per a, poi 
per b, e sommare i resultati: si ottiene 

ovvero, osservando cbe 

2ffl'X6+a*X& = 3o'X6 ; 6*XH-2oX6' = 3fc'X«^ 
(o+6)'= rt'+3(i*X(H-3fr*Xa+ft'. 

ciò che bisognaTa dimostrare. 

Osservazione i'. Il cubo di un numero composto 
di diecine e di unità è uguale al cubo delle diecinct 
più ire volte il prodotto del quadrato delle diecine per 
le unità, ptìt trtf volte il j^odotto delle diecine pel qua- 
drato delle unità, piò il cute delle unità, 

n 
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OssERVAziOKE II. La differenza dei cubi di due 
numeri interi consecutivi è uguale a tre volte il gua- 
drato del piii piccolo, più tre volte il più piccolo, più 1. 
Se, inlittU, s' indicano questi due numeri eoo a ed o+l, 
si ha, In virtù del teorema precedente, 

(a-+-iy = a^-ì-3a'+S(H-i ; 
togliendo dalle due parti a% si trova 

(a+l)=_a' — 3a*+3a-+-l. 

263. Teorema II. Il cubo di un prodotto è u^jiale 
al prodotto dei cubi dei fattori. 

Abbiasi il prodotto aX&X". si ha 
(ay^hX^t = aXfrXcXoXfrXcXaXfcXc. 
ovvero, rìnaendo i fattori eguali, 

(«X6Xc)'=:«'X^'X''% 

dò cbe bisognava dimostrare. 

OssE&TAziONE. Per elevare una potensa a cubo, 
basta triplicare V esponente. 

Debbasì, per esempio, elevare a* a cube; a* es- 
sendo il prodotto di quattro fattori eguali ad a, il suo 
cubo è evidentemente il prodotto di 12 fattori eguali 
ad a, cioè a". 

2Gi. Teorema III. L'ultima cifra del cubo di un 
numero intero è uguale all'ultima cifra del cubo delle 
sue unità. 

Quando due numeri interi si moltiplicano 1' uno per 
l'altro, la cifra delle uuità del prodotto dipende sola- 
mente dall' ultima cifra di ciascun fattore; dunque, al' 
lorcbè per elevare a cubo un numero, si moltiplioberil 
qaee/io numero doe volte par ab stesso, la cifra delie imil& 
del rìsidtato dipuiderà solamente dall' ultima cifi-a di 
questo numwo. 



Digilìzed by C 



CAPITOLO XII. 



211 



. Osseuv AZIONE. I cubi dei nove primi numeri in- 
teri sono 1, 8, 27, 61, 125, 216, 313, 512, 729. Essi 
terminano tutti con cifre differenti; dunque basta cono- 
scere r ultima cifra del cubo di un numero per sapere 
con quale cifra termina questo numero. Se il cubo ter- 
mina eoo 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, o 9, il numero 
stesso terminerà con 0, 1,8, 7, 4, 5, 6, 3, 2, o 9. 

265. Teorema IV. S'è il cubo di un numero intero è 
terminato da uno zero, il loro numero è divisibile per 3. 

AfBncbè ua cubo sia termioato da ano zero , biso- 
gna (26i) che lo sia il numero etesso. Qaesto numero 
si può rappresealare con A'X.ity'f A essendo un numero 
intero non terminato da uno zero, e » 11 numero degli 
zeri che lo seguono. Il cubo di questo numero, j4'X16'", 
termina evidentemente con 3n zeri, cioè con un numero 
di zeri divisibile per 3; ciò che voleva dimostrarsi, 

266. Teorema V. La condisione necessaria e suffi- 
cieritc affinchè un numero intero sia il cobo di un aliro 
numero infero, è che tulli gli esponenti dei suoi fattori 
primi sieno divisibili per 3. 

1". Questa condiiione è necessaria, poiché per for- 
mare il cubo di un numero risoluto in fattori primi, 
basta (263) triplicare gli esponenti di questi fattori, i 
quali, in conseguenza di ciò, divengono divisìbili per 3. 

2". Questa condizione è suISciente, poiché suppo- 
nendola sodisfatta e dividendo per 3 gli esponenti dei 
diversi fattori primi, si formerà un numero che inalzato 
a cubo, riprodurrii il primo. 

Osservazione. Dal teorema precedente resulta che 
on numero intero che ammette un divisore [Nrimo p, 
senza essere divisibile per il suo cubo p*, non può es-. 
sere un cubo; giaccliè se si risolvesse in fattori primi, 
l' esponente del fattore p sarebbe 1 o 3, e. per conse- 
guenza non divisibile per 3.. 
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Per esempio , un cubo non può essere divisibile per 2 
senza esserlo per 8, e per conseguenza per k, per 3, senza 
esserlo per 27, e per conseguenza per 9. 

Si67. Tedreou vi. Il cubo di una frazione wm può 
essere un numero intero. 

Sia ^ una frazione che supporremo ridotta alla sua 
più semplice espressione, U suo cubo è evidentemen- 
te ^ . Ora, a essendo primo con b, a' è primo con b' ; 

dunque è impossibile che sia intero. 

' OssEBVAziosE. a* essendo primo con è irri- 
ducibile, e. come i suoi due termini sono evidentemente 
dei cubi, se ne conchiude che il cubo di una frazione es- 
sendo ridotto alla sua più semplice espressione, ha sem- 
pre per termini dei cubi. , 



268. Quando un numero ^ è il cubo di un altro nu- 
mero B, si dice che è la radice cubica di e si scrire 
cosi: 



Esempi. 8 essendo il cubo di 2, 2 è la radice ca- 
bica di 8. 

~ essendo il cobo di ^ , | è la radice cubica 



DeGniiione della radice cnbioa. 




125 

di e Si ha 
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269. Qualunque numero che è il cubo di un numero 
intero o frazionario si dice uQ cubo perfetto. 

Abbiamo veduto cbe se un numero intero non è il 
cobo di un numero intero, non può essere il cubo di 
una frazione; esso quindi non è un cubo perfetto. Simil- 
mente, una frazione irriducibile i cui due termini non 
Bono cubi perfetti, non può essere un cubo perfetto (àC?). 

Da ciò segue che la radice cubica di un numero If 
che non è cubo perfetto, non può esprimersi nò con un 
numero intero, nè con una frazione, e quindi è un nu- 
mero incommensurabile (238). Ora, queste radici cubi- 
che hanno bisogno di nna nnova deQnizione, poiché 
quella che abbiamo data (268) non vi si può eviden- 
temente applicare. 

la radice quadrata di iln numero if che' non è cubo 
perfetto, si definisce dicendo che è m mmero itteom- 
mensurabile maggiore dei numeri i cui cubi sono infe- 
riori ad Ti e minore dei numeri i cui cubi sono supe- 

3 

riori ad N. E facile vedere che è effettivamente un 
numero, cioè può esprimere la misura di una grandezza. 
Consideriamo, per esempio, il cammino percwso da un 
mobile che parte da un punto di nna linea retta inde- 
finita e 8i muove su questa retta sempre nello stesso 
senso. Il cammino di cui si fratta crescerà in un modo 
contìnuo a cominciare da zero; il cubo del numero che 
lo misura, prima minore di N, finirà per divenire piii 
grande di N. Si concepisce che in un certo istante il 
cammino percorso sarà maggiore di tutte le ìmsheim 
misurate dai numeri ì cui cubi sono piCi pìccoli di N, e 
minore delle lungliezze misurate dai numeri i cui cubi 
sono più grandi di N; in questo istante, il cammino 

percorso dal mobile sarà misurato da yS". 

270. L' operazione mediante la quale si determina 
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la radice cubica di un numero è detta estrazione della 
radice cubica. 

ha questione che ci propeniamo di risolvere può 
enunciarsi nel gegneete mode: 

Esaenào dato on ninnerò N intero o frmionario, 
estrarre la tua radice cuOea esaitataBiiie se Sé un cobo 
pereti»; e eoa una data approssitnasione tal caso eon- 
traria. 

Badi oa «nfaioa di mi imnitM a nuw> di noM anitài 

271. La radico cubica a meno di un'unì[à,è il mag- 
gior numero iatero che sia contenuto nella sua radice 
cubica; essa è per conseguenza la radice del più gran 
cubo intero contenuto in questo numero, 

272. Teorema 1. La radice cubica a meno di una 
unità di un mtaerg che non è intere, è ia stessa di 
ffuetla deila ma parte intera. 

Se, inratti, un numero è compreso tra due inlerì 
consecutivi JV ed il più gran cubo Intero che vi sia 
contenuto, è il più gran cubo intero inferiore od eguale 
ad N; esso è dunque il più gran cubo contenuto In N. 

UsEìmo. essendo eguale a 669 ~ , la saa ra- 
dice euUcfi, a meno di ma oniti, è la stessa di quella 
di 669, 

VIT. Teobema n. jl; «n nnmero inlerù ha Su, 

3n — t, o Sa — 3 cifre, la sua radice -ci^icu a meno di 
un'unità ha n cifre. 

Infatti, supponiamo di volere estrarre la radice cu- 
bica da un nnmero intero N di 3n cifre. Si ba (242) 
ÌV<10'", iV>10''~', e a più torte ragione iV>10'*"*; 
quindi 
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Diutgae il numero delle cìtn di è n 
Se JVha 3n— 1 cifre, avremo 

e a più forte ragione 
quindi 

Allo stesso risultato si giungerebbe se N avesse 3n— 2 
cifre; dunque il numero delle cifre della radice cubica 
di iV è n in tutti e tre i casi. 

Esempio. Se un numero lia 10 cifre, la sua radice 
cubica ne tia perchò 10 è eguale a Zyji — 2. Se oe 
ha 20, la sua radice ne ha 7, perchè 30 è eguale 
a 3X7—1. 

27i. Per estrarre la radice cubica dai numeri interi, 
è essenziale conoscere ì cubi dei 9 primi numeri; questi 
cubi sono: 1, 8, 27,64, 125, 216, 3U, 512, 729. 

La conoscenza di questi cubi permetterà di dire 
alla sola ispeuone di un numero minoro di 1000, guai ò 
la sua radice cubica a meno di va' unità. 

Esempio. La Tadica cubica di 613 è 8, giacché il 
più gran cubo intero che vi sia contenuto è 512. 

Quando un numero è maggiore di 1000, la sua 
radice cubica a meno di una unità ba più di una cifra. 
11 metodo che si usa per trovarla, riposa sui due seguenti 
teoremi. 

275. Teorema IH. Za radice cubica di tm numero 
maggiore di 1000 contiene precisamente taate diecine 
gtmie unità sono nella radico cubica del numero deiìe 
sue migliaia. ^ 

Se indichiamo con se il numero delle diecine di v^> 



216 



TRATTATO D'ARITMETICA. 



■^JVè compresa tra xyClO ed (a;-hl)X10; dunque Nè 
compresa tra il cubo di xy0O o a;'X10^ c il cubo 
di {2;-i-l)Xlt> 0 (a:-[-l)'X10'i cioè a dire tra aj'XlOOO 
e (3;+l)'X1000, Per conseguenza il numero delle mi- 
gliaia di jVó compreso tra x" e (cc-hif ; o in altri ter- 
mini, ò il maggior cubo intero contenuto nelle mi- 
gliaia di iV. ed j: è la radice di questo maggior cubo. 

276. OssERvAZiOKE. 11 numero delle diecine conte- 
nute nella radice cubica di uq numero intero, è, da ciò 
che precede, la radice cubica a meno di una unitft del 
numero otteaato sopprimendo le sue tre ultime cifre ; il 
numero delle diecine contenute in questa nuova radice è, 
per la medesima ragione, la radice cubica del numero ot- 
tenuto sopprimendo tre nuove cifre ; cancellando ancora 
tre cifre, la radice cubica del numero che resta sarà il 
numero delle diecine contenute nelln diecine di die- 
cine, e cosi di seguito. Ma le diecine di diecine sono 
centinaia, le diecine di centinaia sono migliaia ec; per 
conseguenza: 

// numero delle diecine contenute nella radice cu- 
bica di un numero intero, è la radice cubica del nu- 
mero che si ottiene sopprimendo le sue ultime tre cifre. 

Il numero delle centinaia contenute nella radice 
cubica di «n numero intero, è la radice eubica del nu- 
mero che si ottiene sopprimendo te sue ultime sei cifre. 

Il numero delle migliaia eoKtenute nella radice 
cubica di un numero intero, è la radice cubica del nu- 
mero che si ottiene sopprimendo le sue ultime nove ci- 
fre, ec. 

277. Teorema IV. Togliendo da un numero intero il 
cubo delle diecine della sua radice, e dividendo il nu- 
mero delle centinaia del resto pel triplo quadrato del 
numero dello diecine della radice, si ottiene un quo- 
siente superiore o eguale alla cifra delle sue unità. 
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Supponiamo, per esempio, cbe la radice cubica 
di if contenga a diecine e h unità. La parte intera 

di \/N è ayc^ìVi+b ; per conseguenza, iVè almeno eguale 
ad (oXIOh-'')') cioè almeno eguale ad a'Xlf*004-3a' 
XI00X*+3oX10X'''-+'^''- Se dunque si toglie da N il 
cubo delle diecine della sua radice, cioè a'X^^'^O, il re- 
sto JV— a'XlOOO, cbe indicheremo con R, sarà almeno 
eguale a 

e conterrà almeno 3a^y<,h centinaia. Da ciò segue che 
dividendo per 3a* il numero delle centinaia di I{, si tro- 
verà un quoziente eguale o superiore a b. 

278. Osservazione. Per determinare il valore esatto 
della cifra dello unità, bisogna provare successivamente 
il limite dato dal teorema precedente, se è minore di 
dieci, e ì numeri di uua cifra cbe gli sono iareriori. 
Queste piove consistono nel formare il cubo della radice 
presunta: se questo cobo è contenuto nel numero pro- 
posto, la cifra provata è esatta; altrimenti bisogna di- 
minuirla. 

Regola generale per l'estraiianB della radice cubica. 

279. 1 teoremi precedenti riducono l'estrazione della 
radice cubica di un numero intero a quella di un numero 
che ha ire cifre di meno. Mediante lo stesso metodo, 
l'estrazione della radice di questo numero sì ridurrà a 
quella di un altro numero ancora più semplice, e cosi 
di seguito, sino a che si pervenga ad un numero di una, 
due 0 tre cifre di cui si scorgerà immediatamente 
la radice. 

Si ha quindi la regola seguente. 

1'*. Per estrarre- a meno di un' unità la radice cu- 
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bica di un numero intero, si divide in eltusi di tre 
cifre conUneiando dalla destra: il numero di queste 
classi, di cui l'ultima pud contenere solamente una o 
due cifiref è eguale a quello delle etfre della radice. 

Se infatti vi boqo n classi, il numero proposto 
faa 3» o 3» — i 0 3n— 2 cifre, e allora la sua radice cu- 
bica (373) ha » cifre. 

2°, La prima cifra della radice è la radice cubica 
a meno di un' unità del numero espresso dall' ultima 
classe. 

CoDsidePÌamo, per esempio, il numero 83117i513i2, 
al quale riferiremo, per fissare le idee, tutte le spiega- 
zioni che seguiranno. Il numero' delle diecine della sua 
radice cubica è (275) la radice cubica a meno di una 
unità di 831 17451 ; il numero delle sue centinaia è (276) 
la radice cubica, a meno di una unità di 83117, e il 
ntunero delle sue migliaia (276) 6 la radice cubica a 
meno di una onllà di 83. Ora, 83 è preciMmenfe la pri- 
ma classe a ^nistra del namero predato; dunque la 
seconda parte della regola è dimostrata , e la radice cu- 
bica di 83 , cioè &, è la prima cifra della radice cercata. 

3". Dopo avere ottenuto questa prima cifra , se ne 
forma il cubo e si toglie dal numero espresso dalla 
prima classe; a destra del resto si scrivoTio le tre cifre 
che formano la seconda classe , e si divide il numero 
delle centinaia del numero R cosi ottemto pel triplo 
quadrato della prima cifra della radice. Il quoziente 
è uguale o superiore alla seconda cifra. 

Il numero delle centinaia contenute nella radice 
è infatti la radice cubica a meno di una unità di 83117. 
Per trovare il numero di queste centinaia, cioè le due 
prime cifre della radice cercata, basta dunque «atrarre 
la radice cubica di 83117, di eid sì cmosce la cifra 
delle diecine k. A qoest' «(Tetto al toglierà da 83117 il 
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cobo delle & diecine della sua Tadice^ « dividendo le 
centinaia del resto pel triplo quadrato di si ot- 
terrà la cifra delle unità, o una cifra maggiore. 

Il cubo di k diecine è 6^^000, che tolte da 83117 
lasciano per resto 19117. Dividendo 191 per 48, triplo 
quadrato di U; il quoziente è 3. Dunque la cifra delle 
unità della radice di 83117, cioè la seconda cifra della 
radice cercala, non può superare 3. 

4". Si determina il valore esatto di questa seconda 
cifra, provando successivamente il quoziente trovalo, 
se è minore di 10, e i numeri di una cifra che gli sono 
in/èrìori; a questo effetto, it scrive la cifra da provare 
alla destra dellaprima cifra della radice; si fa il cubo 
del numero eoA ottenuto; se qwsto cubo pud togliersi 
dal mmero formato dalle due prime eìóssiy la cifra 
provaia è esatta, altrimenti bisogna provare la cifra 
inferiore di una unità. 

Poiché la radice cnbìca di 83117 ò tntt* al {^ù 
eguale a 43, se si verifica infatti che 43 non è mag- 
giore di questa radice, le sarà evidentemente eguale. Ora 
si fa questo per 1' appunto quando si forma il cubo di 43 
e si vede se può toglierai da 83117. 

11 cubo di 43 è 79507, che tolto da 83117, dà per 
resto 3610. La cifra 3 è dunque esatta. 

5". Alla destra del resto così ottenuto, si scrivono 
le tre cifre della tersa classe, e si dividono le centi- 
' naia dèi numero cod formato pel triplo quadralo del 
l'insieme delle due prime cifre della radice: il quo- 
ziente è maggiore della iersa cifra o vgu(Ue ad essa. 

Il numero delle diecine contenute nella radice è , 
infatti (276), la radice cubica a meno di una unità 
di 83117451. Per trovare questo numero di diecine, cioè 
le tre prime cifre della radice, basta dunque estrarro 
la radice cubica di 83117451, di cui già si conosce il 
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numero delle dìecioe &3. A queet' efiétto, b! toglierà 
da 8311?(51 il cubo delle &3 diecÌDe della sua radice, 
e dividendo le cenlinaia del resto pel triplo quadrato di 
queste* diecine, si otterr& (27?) per quoziente la cifra 
delle unità, o una cifra maggiore. 

L'eccesso di 831171^51 sul cubo delle ^3 diecine 
è 3C10Ì51: dividendo 36104 per 55W triplo quadrato 
di 43 , si ottiene 6 per quoziente. La terza cifra della 
radice è < 6. 

6". Il valore esatto di questa terza cifra si deter- 
mina provando successivamente il quoziente trovato se è 
minore di 10, e t numeri di una cifra che gli sono in' 
feriori.Per quest' oggetto , si scrive la cifra da provare 
alla destra del nvméro formato dall' insieme delle due 
prime cifre della radice, e si forma il cubo del nu- 
mero cosi ottenuto. Se questo cubo pud togliersi dal 
numero formato dall' insieme ■delle tre prime elassi, la 
cifra provata è esatta, ' altrimenti bisogna diminuirla 
di una unità e provarla di nuovo. 

Infatti, la radice cubica a meno di un'unità 
di 83117451, essendo, in conseguenza di ciò che sì è 
detto innanzi, tutto al più eguale a 436, se vcriGcliiamo 
che 436 non è maggiore dì questa radice, le sarà ne- 
cessariamente eguale. Ora, quando si forma il cubo 
di 436, e si vede se può togliersi da 83117451, si fa per 
r appunto questa verificazione, 

11 cubo di 436 è 82S82186, che pu6 togliersi 
da 83117451} il resto è 235595. 

La cifra 6 è dunque esatta. 

7". Trovata la tersa cifra, un processo affatto si- 
mile fornisce la quarta, la quinta ec 

Gi6 non ba bisogno di spiegatone. Nei caso attua- 
le, per determinare la quarta cifra della radice, alla 
destra del resto 235695 , si scriverà la classe seguen- 
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te 312, sì Tormerà il numero 23.)5t)a342, e si dividerà 
il numero delle sue centinaia 2355953 pel triplo qua- 
drato di 436 che è 570288: il quoziente è i, e per con- 
seguenza (277) 1' ultima cifra della radice non può essere 
maggiore di Il cubo di k36k è S3110t805'»4 die può 
togliersi da 83117451311^3, e lascia per reato 7270798; la 
cifìra & 6 dunque esatta ; la radice cubica di 83117&513Jk2 
è per conseguenza kSGh, e il resto 7270798; bì ha 
quindi 

831174513Ì2 = (436*)*-f.7270798, 

resultato facile a veriScare. 

280. I calcoli sì dispongono ordinariamente nel 
modo seguente 

83, 117, 451, 342 j 4364 
19 117 48 



Oltre i calcoli indicati, è stato necessario formare 
successivamente il cubo di 43 , quello di 436 e quello 
di 4364. Questi calcoli si fanno a parte, e non si scrìve 
che il r^ullato delle sottrazioni che ci fanno conoscere 
se le cifre trovate sono esatte. 

, 281. OssERTAZiOKE I. Se il resto nnito alla prima 
cifra della classe seguente non è divisibile per U triplo 
quadralo delle cifre ottenute nella radice, si scriverà 
zero nella radice, e si abbasserà l'altra coppia. 

282. Osservazione II. Tutte le volte che si è sicuri 
che una cifra della radice non dev'essere minore, si 
potrà agevolmente verilìcare se può esser maggiore me- 
diante il seguente 

Teorema. Il resto oiiemto neW estraxione di una 



3 610 451 

335 595 342 
7 270 798 



5547 
570288 
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radice cubica, non può mai superare il triplo qua- 
drcUo della radice, più il triplo della radice. 

Sieno, infatti, N un numero iutero, li la sua ra- 
dice cubica a meno di un'unità; il resto dell'opera- 
zione èiV— iì'. Questa differenza è minore di 3/f +3fl-i-1 , 
giacché altrimenti iV sarebbe almeno eguale ad 
^-H35*-+-3flH-l, cioè ad , e la sua radice sa- 

rebbe almeno eguale ad R~i-i. 

283'. OssEaTAZiOKE in. Il metodo che abbiamo 
esposto perl'estraziene della radice cubica di on numero 
mostra cbe, per ogni nuova cifra della radice, bisogna 
formare il cubo del numero ottenuto e il triplo quadrato di 
esso; in guisa che l'operazione riesce tanto pib penosa 
quanto più si procede innanzi. Non sarà quindi inutile 
dire come i calcoli si possono rendere di gran lunga più 
facili. Sia a il numero già ottenuto nella radice, e 6 la 
nuova cifra trovata; i due numeri cbe bisognano per 
proseguire l' operazione sono (10a+&)' e 3(10a+6)*. Il 
calcolo si disporrà nel modo seguente: 

10'. a% 10'. 3a', 10.3a, 1 

-MO'.Sa'i, +10 .3a6, b 
-t-10 .3a6', 

+10 . 3ab, 

+26% 26 

(lOa+fe)', 3(10a+6>\ 3(ieiH-ft), I 

La prima linea contiene ì termini del cubo (iOa-i-ì)' che 
sono già conosciuti; la seconda linea si ottiene moltipli- 
cando per b i termini della prima linea (escluso il primo), 
e per comodo di calcolo si scrivono i termini di un posto 
più innanzi verso la sinistra; nel modo stesso si ottiene 
ta terza lìnea e poi la quarta. In seguito alla seconda 
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colonna si aggiunge il terzo termine e il doppio del ter- 
zo; in fine alla terza colonna sì aggiunge il doppio del 
secondo termine. Sommando ì termini che si corrispoD- 
dODO io colonna verticale , si hanno 1 numeri che servono 
iper il calcolo di un' altra cifra. 

Esempio. Vogliasi estrarre la radice cubica dal nu- 
mero 988bl70309i039. 11 calcolo si disporrà come qui 
sotto: 

9 8, 841,703,09 4, 039 1 46235 



34 S 
1 508 1 
230 575 0 
38 350 727 0 
6 289 006 164 



48 

6348 

040332 

64116387 
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II calcolo dei cubi di 46, 462, ec, e 


i tripli quadrati 


degli stessi numeri, si calcoleranno nel modo che qui 


appresso si vede. 






64000 


4800 


120 1 


28800 


720 


6 ' 


4320 


36 




216 








720 






72 


12 


97336000 


634800 


1380 1 


1269600 


2760 


2 


. 5520 
8 


4 






2760 






8 


4 


98611128000 


64033200 


13860 1 


192099600 


41580 


3 


124740 


9 




27 








41580 






18 


6 


. 98803352367000 


6411638700 


138690 1 


32058193S00 


693450 


6 


3467260 


25 




125 








693450 






50 


10 


98835414027876 


6413025675 


138705 1 



Se Ti fossero altre cifre il calcolo continuereblie al 
modo stesso senza aumento di difficoltà. 
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284*. La ricerca della radice cubica di m numera 
a meno di ua* nrAii. pad abbreviarsi in virtù del seguente 

Teorema. Se N indica un numero intero la cui ra- 
dice cubica ha almeno 2n-f-2 cifre; se inoltre , a in- 

dica il numero formato dalle n+2 prime cifre di 
seguite da n seri, e q il quosiente intero della divisione 
di N— a' per 3&*, si avrà 

3 

esattamente o a meno di un' unità. 

Indichiamo con x il numero geaeralmente iocom- 
meosurabile che bisogna aggiungere ad a per avere il 

valore esatto di \/N; sì avrà JV=: (a+jr)*, e quindi 
da cai 

N—a^ _ .x'.x' 

-g-j a;H-_. + _^. 

Sia r il resto della divisione di iV— o* per 3«', avre- 

N—a" r 
mo — q -3^1 e per conseguenza 

SD* ic* r 

e togliendo dalle due parti — H--^, 
a oa 

r /af* 'x*\ 



Poiché la parte intera df a; ha n eiflre, x è minore- 
dHO",e per conseguenza a!*<10*", ii^<^10*", ma per 



226 TRATTATO Jj' ARITMETICA. 

ipolesi a contiene almeno 2n-h2 cifre, dunque a > IO*"*'. 
Da ciò risulla che 

a 3a* ^ 1 0'"-^' 3 . 10'-+' ^ 10 ^ 
e quindi 

a So"' 10"*» * 

Ma quest'ultima frazione è evidentemente minore 
dell'unità, dunque l'errore che si commette prendendo 
a 

\/N~a-hg è minore di un'unità, perchè la quantità 

che si trascura -£ (^"f t'^.ì < j. 

Le due eguaglianze 

ir=a'-4-3aV+r, ' 
mostrano che se f > 3a j'-f-g-', a-hq è il valore appros- 
simato di VFper difetto; se r < Saj'+y', questo valore 
è approssimato per eccesso; finalmente se r = 3ag*-\-g\ 
a-hq sarà il valore esatto di y^. 

Calcolo delie radici onbiobe ad una data «ipprauinuuione. 

285. Le radici dei Dumerì che non sono cubi per- 
fètti possono determinarsi con quella approssimazione 
che si vuole. Infatti, un numero If qualunque può sem- 
pre porsi sotto la forma ; quindi avremo 

n 
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Eslraenclo la radice cubica a meno di ana anità dal pro- 
dotto Ifyin*, supponiamo che siasi trovato il numero m; 
■ 

è cblaro che V-^X»' sarà compresa fra m ed m+i; 

qnindi evidenteinente sarà compresa IVa — ed 

n 

e l'errore che si oommetle nel prendere r uno o 
l'altro di questi due valori differisce dal vero per meno 
di 

n 

Possiamo quindi enunciare la regola seguente: 
Per estrarre la radice cubica dal numero N a meno . 
di un numero dato bisogna esirarre a meno di una 
unità la radice cubica dal prodotto NXn' e dividere il 
■ risultato per n. 

73 

Esempio. Debbasi cstrarre la radice cubica da 

o 

1 73 
a meno di Moltiplichiamo ^ per 313 cubo di 7, il 

, , 73X343 . . 25039 4 , 

prodotto è — ^-p , cioè — g — o 5007 -, la sua radice 

cubica a meno di una unità, che è la stessa di quella 
di 5007 (272), è 17, per conseguenza la radice cubica 

disameno di 1^17X^0^- 

986. Osservazione. Quando il denominatore di una 
frazione è un cubo perfetto 6', per ottenere la sua radice 
cubica a meno di \, basta estrarre la radice cubica dal 

0 

numeratore a meno di una unità e dividerla per b. 
Infatti, per estrarre la radice cubica da ~ a meno di ^, 

bisogna moltiplicare ~ per 6*, esirarre la radice cubica 
dal prodotto a a meno di una unità, e dividere il risul- 
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talo per b. La quale operazione è alfalto identica a gucllii 
che abbiamo indicata. 

Per estrarrc la radice cubica da una frazione quando 
ii grado di approssimazione non è stato fissato, si co- 
mincia spesso per rendere il suo denominaLore un cubo 
perfetto, e si fa ufio allora dell'osservazione precedente. 
Per oUflDere ciò buta moltiplicare i due termini dt 
questa fraziona pel quadrato del denominatore. 



questa frazioiié è uguale a — per ayere la 
sua radice cubica a meno di -, basta dunque estrarre 
la radice cubica a meno di una unità di 1825, che è 12, 
e dividerla per 5; la radice cubica di a meno di \ 
e quindi 

Talvolla, per rendere il denominatore di una fra- 
zione un cubo perfetto, si può fare uso dì un moltipli- 
catore minore del quadrato del suo denominatore : basta, 
ìn^ti, che lutti i suoi fattoi primi acquistino espo- 
nenti dEvisibili per 3, e ciò avverrà evidentemente se si 
moltiplica il denominatore pel prodotto di tutti quelli 
fra i suoi fattori primi il cui esponente è della forma 
3n-)-2, e pel quadrato di quelli il cui esponente è della 
forma 3ra+l. 

197 197 
Abbiasi per esempio la frazione ^ = 2'X3*X^ ' 

Per rendere il suo denominatore un cubo perfetto si 
moUiplicIieranno i suoi due termini per 3X5*i e dl- 
. 197X3X5* 14775 „ 
2'X3'X5' ~ " (3^ • radice cu- 

bica a meno di basta estrarre la radiiie cubica a 
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meno di un' unità da lZi775,clie è^U,e dividerla perSO^ 
danque la radice cubica dì a meno di ^ è |^ . 

ValDtaiioae !d deoìaiali della radine oabiSB 
ili un Damerò intero o rrazìoDorìoi 

287'. Consideriamo un numero N intero o frazionario, 
e supponiamo che si voglia valutare \/W a meno di 
Secondo la regola precedente, bisogna: l" moltipli- 
care N pel cubo di 10", che è 10'" ; 2" estrarre a meno 
di una unità la radice cubica dal prodotto; dividere 
il resultato per 10". Questa regola può essere eDonciata 
in due modi diversi relativi all'ipotesi diJV intero o fira- 
uoDario. 

1°. Per esirarre a meno di la radice cubica da 
un numero intero N, si scrivono 3n seri alla destra 
di N, si esirae a meno di un' unità la radice cubica 
dal numero così formato, $ si separano d cifre decimali 
alla destra del resultato. 

2". Per estrarre a meno ài ~ la radice cinica da 
10' 

■un numero frazionario, si valuta questo numero a meno 
di ; Si sopprime la virgola, poi si estrae a meno 
di un'unità la radice cubica dall' intero così ottenuto, 
e si separano n cifre decimali alla destra del resul- 
tato. 

a _ " 4 
Esempio 1». Valutare v/a a meno di ^o di 0,01. 

8 

I valori di v'''ì*»'WUO a meno di una unità, sono 125 
e 126; e quindi 1,25 e 1,26 sono i valori di v'2ameno 
di 0,01, il primo pér difetto, il secondo per eccesso. 
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^/E 1 
2«. Valutare a meno di — j o di 0,001. Il va- 

iore (li ^ a meno di c 0,71Ii-2Sj71ì.. 1 valori di 
7 10 

V/7 l'i 285714 a meno di una unità sono 893 e 894 ; per 

conseguenza, 0,893 e 0,89'i- sono i valori di a meno 

di 0,001, il primo per difetto, il secondo pei eccesso. 

3". Valutare 1/3,14 a meno di 0,1. Secondo la re- 
gola bisogna esprimere 3,14 eoo 3 decimali; lo che si 
fiirà ficrivendo uno zero alla destra di questo Damerò. 
Sopprimendo poscia la virgola, si ha il numero 3140. 

3 

I valori di \/3140 a meno di una unità fioco 14 e 15 1 
per conseguenza, i valori di 1/3,14 a meno di ^ 
sono 1,4 e 1,0. 

288, OssERTAZiOBE. Da ciò che si è detto innanzi si 
vede che, per determinare la radice di un numero a 

meno ài-^, basta conoscere le Sa prim cifre deci- 
mali del sito valore in decimali; quindi se un numero 
ha più di 3» cifre decimali , basterà' considerare le sole 
prime 3»,.e fora astrazione dalle altre. 

Valore «pprOMimata della B«dìce cubica quando ìt grado 
di approciimaiione non é Oatato «on pf eoitione. 

289. Nella maggior parte dei casi non importa co- 
noscere la radice cubica di un numero a un dato grado 
di approssimazione, e si deve cercare solamente il mezzo 
di ottenerne valori di più in più approssimati. 

■ Allora bisogna procedere nel seguente modo : 
Sia iVun ounaero ed a un valore approssimato della 
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sua radice cubica, clie supponiamo ottenuta mediante 
un metodo qualunque; iudicbiamo con a-i-x il valore 
esalto, avremo 

JV= (a-i-x)* = fl'-t-3o'aj-{-3aa:'+a:», 

TraBCurando Del secondo membro la parte Bax^-ha^ 
come molto pfocola, ri avrà eTìdeotemente 

togliendo dai due membri a* e divìdendo lutto per 3a\ 
otterremo - ' 

iV-o» 
^>^- 

Quindi adottando per radice 

3a« ' 



= 0-+-- 



b sarà un valore approssimato per eccesso. 

Indichiamo con 6— il valore esatto di y/sf: si avrà 

3bt/ essendo evidentqpiente maggiore di i/\ è chiaro 
elle trascuraudo nel secondo membro 3by* — y', sì ot- 
terrà l' iueguagliauEa 

aggìoDgendo ai due membri 3b*y—N, avremo 
'36y*> fc'-iV; da cui y> 

OÙ 

- Se dunque si adolla per radice 
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3 _ 

si avrà un nuovo valore di y'JV approssimato per eccesso. ■ 
Si potrà continuare cosi indeOnitamenle, e si ot- 

terrà una serie di valori tutti maggiori di y/W, e che si 
avvicineranno al valore esatto con molta rapidità. 

Approfiìmaiione otie >i pa6 ottenere allocobè il nnmero 
1 lopra il qaale li opera dod è oonoioiato con pTcoÌi!ane> 

290*. Quando il valore di un numero iV non è cono- 
sciuto con precisione assoluta, si capisce che vi ha un li- 
mite al grado di approssimazione che può ottenersi nella 
radice cubica. Sapendo, per esempio, che Ni compresa 
a 

tra Ab S, ne risulta solamente che yT!? è compresa 

s » 

fra e \/B, e non si potrà con alcun mezzo assegnare 
il suo valore con maggiore approssimazione. Si dovrà.. 

dunque prendere indilTerentemente per y/W un nu- 
mero qualunque compreso fra questi due limiti. Se per 

valore di \/ìr si sceglie la semisorama di y^e di 
■ si può affermare che l' errore, In più o in meno, è mi- 

nore di -^y/lì—^rS). E impos^Ie raggiungere an'ap- 

4 3 ■ 

prossimazione maggiore. L'espressione — 

può porsi sotto una forma che rende più agevole il cal- 
colo del suo valore approsimato. 

3 8 S 

Moltiplichiamo e dividiamo per M-v/BXV^ 
-f-(\/3)* la differenza \/B~\/A, si ha 
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ora 
quindi 

VS" e \/3r differendo poco 1* una dall' altra , si può 
aupporle eguali, e sì ha approssimativaniente 

B—A 

per limile minore del grado di approssimazione col quale 
si può calcolare la radice cubica di un numero N, quando 
si conoscono solamente due limiti B&Attai quali esso 
è compreso. 

I. Trovare le coildiiioiii alle quali deve soddisfare aa 
nnmero intera dato affinchè possa essere la differenia di doe 
cubi «onsecntifi, e (rovere questi due cubi. 

H. aeftindicando due numeri qualunque; «"-i-a'fi'-i-o'b* 
+6» è maggiore o minore del cubo dì (a*-i-6')? 

III. La somma dei cubi dei primi numeri inleri è eguale 
al quadralo della somma di questi numeri. 

IV. Se due numeri inleri, Ae B. hanno Io tìosso numero 
di cifre, e più della metà delle cifre a sinistra di comune, 
alba 

S 3 1 

^A—^B <-3-. 
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V. Verificare l'eguaglianza 



V28-t-lV2"-t- 1/20-14^2 = 4. 
VI. Calcolare il valore di 

\/S7W~h ■V/orQ3373 

1/80"— v'oTor 



mio. mmM humbkI uo«MHS!«avBUii.i. 

(Complemento del dui (a|iiloIi pncideotìO 



Omeralità ani nnmeri ìnoommeniarabUi. 

291. Se due graadeite &odo mulliple di una stessa 
terza grandei^a, questa ultima è delta una comune mi- 
sarà delle due prime. Due grandezze boqo eomtamtm'a- 
bilio incommensurabili, secoadochà baono a non hanno 
una comune misura. Se una grand&iza ha una comnoe 
misura con l' uoilà, questa comune misura è ugoalo alta 
stessa- unità o ad una parte aliquota dell'unità. Nel 
primo caso, la grandezza è misurata da un numero In- 
tero ; nel secondo caso, è misurata da un numero flra- 
zionarioi Reciprocamente, una grandezza misurata da 
un numero intero o da un numero frazionario è com- 
mensurabile con l'unità, giacché essa è un multiplo 
dell'unità o dì una sua parte aliquota. 

292. Il numero che misura una grandezza incom- 
mensurabile con l' unità si definisce dicendo eh' è un nu- 
meromaggiore dei numeri ckemisuTano le grandesae più 
piccole della grandezza data, e minore dei numeri che 
misuram le grandezze maggiori della grandezza data. 

On numero è detto commensurabile o razionale se 
la grandnna di cni esprime la misura è commensurabile 
-con l'unità; è>detlo Inoemmeusurabile o irrazionale nel 
caso contrario. Da ciò resulta che i numeri commendi- 
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rabilì SODO ì numeri interi e i numeri frazionari. Dei 
numeri incommensurabili abbiamo veduto esempi net 
due capitoli precedenti ; giaccliè abbiamo veduto che se 
un numero noa è un quadrato o un cubo perfetto, la 
sua radice quadrala o cubica rappresenta uaa grandezza 
perfettamente determinata, che non ha comune misura 
con r unità. 

In questo capitolo ci proponiamo di estmdere a! 
numeri incommensurabili le operaiAoni dell'aritmetica, 
sinora esposte esclusivamente riguardo ai numeri com- 
mensurabili. 

Addiiìoae « saItcaiioBe dei mmeri idoammeniaiaUIi. 

293. Aggiungere o sottrarre due numeri incom- 
mensurabili, significa trovare aa numero che esprima la 
somma o la differenza delle grandezze rappresentate dai 
numeri proposti. 



S9&. Se il moltiplicatore è commenBurabile, non vi 
ha alcuna modlQcazIone d& ai^ortare alla definizione. 

EsEHHO. n prodotto di \/i per 7, è un numero 
che esprime una grandezza 7 volte maggiore di quella 

che rappresenta \/2. Il prodotto di \/2 per j,è un numero 

esprimente una grandezza eguale ai tre quarti di quella 
rappresentata da 

Se ii moltiplicatore è incommensurabile, è necessaria 
una nuova deOnizione. Chiameremo prodotto di un nu- 
mero A per un numero incommensurabile B, un numero 
minore del prodotto di A per un numero commensura- 
bile qualunque superiore a e maggiore del prodotta 



Uoltiplìuilon»! 



A: 
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CI A per un numero commensurabile qualunque mi- 
nore di S. 



295. Dividere due numeri A e B l' uno per l' altro, 
significa trovare un terzo numero che moltiplicato pel 
divisore B, riproduca il dividendo A. Questa definizione 
sì applica qualunque Bieno ì numeri A e B, commensu- 
rabili 0 incommensurabili. 

&Bdicì qaadtate a ciibìeb«i 



396, La radice quadrata o cubica di un numero in- 
commensurabile è un numero che, preso due o tre volte 
come fattore, dà un prodotto eguale al numero dato. 

OssERVAZioHE. La sola operazione ciie richiede una 
^eOnizione veramente nuova è quella della moltiplica- 
zione: tutte le altre dipendono da-easa. 

Teoremi [elativi ai numeri inoonuneiuniabili. 



297. Teorema l. Si possono sempre trovare due 
«ttmerj commensitràbili aventi ma differenza piccola 
qm'oto si vuole, e che comprendano tra essi un numero 
ineotnmmsurabile dato. 

Sia n un numero intero qualunque; se si considera 
la serie 

„ 1 2 3 4 5 

0, —, —, —, —, —, ec, 
n n n n n 

si vede che i suoi termini aumentano senza limile, o 
poiché cominciano da 0, il numero dato, qualunque sia, 

ce X-r-ì 

è necessariameole compreso tra due di essi, - c , 
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e si paÒ prendere n abbastanz-a grande, perchi la loro 
dìGTerenza sia piccola quanto vuoisi. 

29S. Osservazione I. In conseguenza del teorema 
precedente, ammetteremo come evidente che 1 teoremi 
segneati, che sono stati dimostrati per numeri commen- 
sarabilì qaalaaqne, si applicano anche a nomeri in- 
commensurabili. 

t". /n un prodetto di p<à fattori, si può mutare 
l'ordine dei fattori. 

2°. Per moltiplicare un numero pel prodotto di ' 
piit fattori, si pvò moltiplicarlo successivamente per 
questi diversi fattori. 

3°. Per moltiplicare un prodotto per un numero, 
basta molliplìcare uno dei suoi fattori per questo nu- 
mero. 

h°. Per moltiplicare un prodotto per un altro pro- 
dotto, basta formare un prodotto unico coi fattori del 
moltiplicando e quelli del moltiplicatore. 

5°. Per moltiplicare due potenze di uno stesso nu- 
mero basta sommare gli e^onentt. 

6°, Per dividere due poterne di uno stesso ntmero, 
basta soffrarre dall'esponente del dividendo quello del 
divisore. 

T". Per elevare una potenza ad un' altra potenza, 
basta moltiplicare il primo esponente pel secondo. 

8°. Per elevare un prodotto a una potenza, basta 
elevare ciascun fattore a questa potenza. 

9°. / teoremi relativi al calcolo delle espressioni 

frasionarie della forma (172) , si applicano -al caso 

in cut a e b indicano numeri incommensurabili. 

Osservazione II. I teoremi 7" e 8" sono stati di- 
mostrati da noi nei due capitoli precedenti per la seconda 



CAPITOLO XIU. 



239 



e la terza potenza solamente; ma la dimostrazione es- 
sendo affatto identica per qualunqoe altra pbtenza, Fa- 
remo a meno eli darla. 

Caloolo dei r«cliodi> 

299. La radice m"*™ di un numero N commensura- 
bile 0 incommensurabile èli numero la cui potenza m**" 

è uguale a N. Questa radice s' indica col simbolo y'^ 
m. si chiama indice o grado della radice. 

Esempio, y/n rappresenta la radice quinta di 7, o 
la radice di 7 il cui indice è 5. 

Quando l' indice della radice è 2 si fa a meno di 
scriverlo. 

Un numero intero che non è la potenia m'""" di un 
numero intero, non può essere la potenza m"^" di una 
frazione; quindi la sua radice m"'™è un numero incom- 
m(.'nsurabile. Accade lo stesso per la radice m""'" di una 
frazione irriducibile i cui termini non sono le potenze 
m"™ di due numeri interi. 

300*. Teohema I. La radice m"*™ di unprodotto è 
vguale al prodotto delle radici m"""" dei fattori. 

Siano a, b, e, d numeri qualunque; bisogna pro- 
vare che 

VaXI>XcXd = VaXV'bX'i/^XVd. 

Per definizione, la potenza m"™" del primo membro 
è ay^byCcy^d; quindi per provare che il secondo mem- 
bro è uguale a ^ax^X^Xd, è sufRcenle far vedere che 
la sua potenza m"™ è aXéX^X''- Ora, pel leore- 



240 



TRATTATO D* ÀRlTMETiCà. 



ma 8°, si ha 

Lo che dimostra la proposizione enunciata. 

301. OssERVAZioKE I. // prodotto di piò radicali 
del grado m"'"" è uguale alla radice m"^ del prodotto 
dei numeri posti sotto questi radicali. 

Questa osservazione permette di calcolare il pro- 
dotto di piJl radicali dello stesso indice. 

Esempio. Debbasi calcolare V'^X\/3XV'3- 
Si ha 

-V/aXV'sxV» ^ \/3o, ' 

basta dunque estrarre la radice quadrata di 30. I me- 
lodi esposti nel Capitolo XI permetteranno di calcolarla 
con l'approssimazione che si vuole. 

302. OssEBVAZiorii; II. Per moUipUcara un radicale 
digrado m per un fattore commensurabile, basta mol- 
tiplicare per la patema .m*^ di questo fattore il n«- 
mero eh' è sotto il radicale. 

Debbasi moltiplicare \/a per b. Sì ha &=y5"; 
gnicdi 

Quando ad una espressione bXV'^ si soslltaisce 
y^XF si dice che si fa entrare il fattore b sotto il radi- 
cale. Reciprocamente si può sostituire a y'óxè", ftXV^i 
e allora ti fa uscire il fattore h dal radicale. 

Esempio. Debbasi calcolare 1^9. 
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Si ha 





basta quindi estrarrc la radice cubica dal numero 3087, 
e i metodi del Capitolo XII permetteranno di calcolarla 
con quella appros^mazione che si vuole. 

803'. Teorema II. La radice m"*" di una frazione 
è uguale al guosiente delle radici m"'™ dei suoi due'v 
termini. 

Bisogna provare che 



Per definiiione, la potenza, di \/~ è uguale 



ad quindi per provare che il secondo membro è 



uguale a '1/ ~ basta far ve<lere die la sua potenza m"*" 



Io cbe dimostra la proposizione enunciata. 

304. Osservazione I. Il guosiente di due radicali 
del grado m""" è eguale alla radili m*^"» del quasiente 
dei mimeri posti sotto guesti radicali. 






è eguale ad 



ora, si in (iìOy, 9") 



10 
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Questa osservazioae permette ài calcolare il quo- 
ziente di due radicali dello etesso indice. 
Esempio. Bebbasi calcolare . Si Iia 

\/S V 8' 

A 

basta quindi estrarre la radice quadrata dalla frazione g , 

e i metodi del Capitolo XI permetteranno di calcolarla 
con r approssimazione clic si vuole. 

305. OssERVAZiOKE 11. Il quoziente della divisione 
di un radicale del grado m'^^per un divisore commen- 
surabile è uguale alla radice na"'""' del qnosienle della 
divisione del numero eh' è sotto il radicale per la po- 
tenza m"'°" del divisore. Il quoziente della divisione 
di un dividendo commensurabile per un radicale di 
grado m*^ è uguale alla radice m"'"" del quoziente 
della divisione della potenza m"^ del dividendo pel 
numero eh' è sotto il radicale. 

l'. Debbasi dividere \/a per 6. Sì ha 6=V^! 
quindi ' 




2". Debbasi dividere b per \/a. Si ha b—\^; 
quindi 

b 

ya ya 
Esempio 1. Debbasi calcolare SÌ avrà 
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e per coasegaenza basterà eatrarre la radice quadrata 
dalla frazione ^ . 

3 

Esempio II. Orbasi calcolare ~i . Si ba 

q 8 

* " 

c basterà per conseguenza eatrarre la radice m*^ dalla 
frazione 

306*. Teorema 111. Per inalbare un radicale ad una 
data patema, basta elevare a questa potenza il numero 
posto sotto il radicale. 

Abbiasi il radicale y/a, e proponiamoci di elevarlo 
alla quarta potenza. Si ba (30O) 

(Vo)* = V^XVSX V^X Va = VaXiXaXo = V^- 
' Questo ragionamento prova che si ba generalmente 

(v;)- = ^/.- 

307'. Teorema IV. Per eslrarre la radice if'""^ da un 
radicale, basta moltiplicare per n l' indice del radicale. 

Abbiasi il radicale Dico cbe gì ba 

Siccome la potenza mn*^"* di \/a è a, la proposizione 
sarà dimostrata provando cbe la potenza nrn ài -^"^ 
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è tt. Ora, per elevare alla polenta mìi"^' il radica- 




basta elevare questo radicale alla potenza 7ì, 



poi inalzare il resultato ottenuto y» alla potenza m, ci6 
che dà a per risultato Gnale. 

Osservazione. Per estrarre da -un numero a una 
radice il cui indice è il prodotto dipiit fattori m, n, p, 
basta estrarre la radice m"™' da a.^poi la radice D^"' 
dal residtato, poi infine la radice p"'°" da questo se- 
condo resultato. 

Infatti dal teorema precedente si ha 

308'. Teorema V. Un radicale non cambia di valore 
moltiplicando il suo indice per un numero n, ed inai' 
sondo al tempo stesso alla n*^' potenza il numero posto 
sotto il radicale. 

Abbiasi il radicale \/à. Dico cbe bI ba 

Iaralti,per l'osservazione precedente, v^=-y/y^^ 

e quradi v'o" = \/a. 

309'. OssERVAziOBE I. Qucslo teorema unito al teo- 
rema III fa maDÌfesto che per elevare ad una data po- 
iensa un radicale il cui indice è divisibile pel grado 
della potenza, basta dividere V indice del radicale pel 
{/rado della potenza. 

Infatti sìa )n = nXi'- Si ha 

(v'a)'' — v'a^ = Voi- = y/à. 
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Cosi, elevare alla quarta potenza ^ slesso 
che calcolare v"^- ^ 

310*. Osservazione TI. Lo stesso teorema permette 
di ridurre più radicali al medesimo indice. 

Abbiansi per esempio i due radicali v'o' e \/b ; si 
ba (308) 

In generale, piìf radicali si riducono allo slesso 
indice moltiplicando l' indice di ciascun radicale pel 
prodotto di tutti gli altri indici ed inalzando il nu- 
mero posto sotto questo radicale ad una potensa indi- 
cata da questo prodotto. 

Si può anche dare a più radicali un indice comune 
eguale al minimo multiplo comune dei loro ìndici. Sieno 

per esempio due radicali i/à e ,epìxa multiplo di m 
e di n, in guisa cbei)=inX?ii'=nX?'; bÌ avrà evi- 
dentemente 

311'. Osservazione III. La riduzione* dei radicali 
allo stesso indice permette di sostituire un solo radicale 
al prodotto 0 al quoziente di radicali d' indici diSerenti. 

8 4 

Debbasi moltiplicare \/Bper y/f. Si ba 

* *x» '2 

Quindi 
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Hach'eì qiwdr«te dai iuBn«ri neoameAnualùIi. 

312'. Le regole cbe ab1}iamo date nel Capitolo XI 
per r estrazioae della radice quadrata da an numero ìd- 
tero 0 frazionario bì applicano anche ai numeri incom- 
mensurabili; e invero, i ragionamenti di cui abbiamo 
fatto uso possono applicarsi sGnza modificazione a un 
numero incommunsurabile. Cosi 

Per estrarre la radice quadrata da un numero in- 
commensurabile N a meno di un numero dato —, bi- 

n 

sogna valutare, per difetto, a meno di un'unità il pro- 
dotto NX^'i estrarre a meno di un'unità la radice 
quadrata dell' intero così ottenuto, e dividere il risul- 
tato per lì. 

E quando il grado di approssimazione richiesto è 
espresso da un numero della forma 

Per estrarre, a meno di —, la radice quadrata 
da un numero incommensurabile N, bisogna valutare N, 
per difetto, a meno di '^ioè con 2n decimali, sop- 
primere pa^a lavirg^a, ^trarre a meno di un'unità 
la radice quadrata dall'intero ottenuto, e separare n ci- 
fre decimali alla destra del risultato. 

Esempio I. Debbast calcolare v'ii-*-v'28 a meno 

11 Dumero dal quale bisogna «strarre la radice 
quadrata è nel caso attuale ii-hV^ì Questa somma è 
dunque 11 numero pel quale bisogna moltiplicare 7* o &9: 
U prodotto è 



11X4IM-40V/28 = liX49-l-V'a8XWf 
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sì calcolerà dunque a meno di un' unità la radice qua- 
drata del prodotto 28X('«'9)', le si aggiungerà ily^kO, 
dal risultato si estrarrà la radice quadrata a meno di 
un' unità, e si dividerà per 7. 

Esempio IL Debbasi calcolare -y i7+Vn a meno 




Bisogna prima valutare \/TÌ a meno di cioè 
con quattro decimali esatti ; al risultato si aggiungerà 17. 
Questa somma si moltiplicherà per 10000, si estrarrà 
la radice quadrata dal prodotto a meno di nn' unità e si 
dividerà per 100. 



313. Le-regole che abbiamo date per l'estrazione 
della radice cubica da un numero intero o frazionario, sì 
applicano anche ai numeri incommensurabili. E invero, i 
ragionamenti di cui abbiamo fotto uso possono ripetersi 
senza modificazione sopra dd numero incommeosaratine. 
Così , 

Per csirarre a meno di — la radice cubica da un 
n 

numero incommensurabile N, bisogna valutare a meno 
di un' unità per difetto il prodotto NXn', estrarre a 
meno di un'unità la radice cubica dall'intero cosi ot- 
tenuto, e dividere il risultato per n. 

E quando il grado di approssimazione richiesto è 

misurato da un numero della forma 

Per estrarre a tmm di ~ la radice cubica da un 

numero incommenmirabile N, bisogna valutare N a meno 
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10»" 

estrarre a meno di un' unità la radice cubica dall'in- 
tero cosi ottenuto, e separare n cifre decimali alla de- 
stra del risultato. 

3 

Esempio I. Debbasi calcolare ym-^^/ri a meno 
11 prodotto di n-i-y/vì per (19>* o per 172S, è 

18X1728+1728X^/17 — 15Xt728-1-'\/lTX[1728p; 

si calcolerà dunque a meno di un' unili la radice quadrata, 
del prodollo 17X(1728)=, vi si aggiungerà 15X1728, si 
estrarrà a oieDo di un' unità la radice cubica dal risul- 
tato, e si dividerà per 12. 

Esempio II. Debbasi calcolare Vl-t-V^^^ ^ meno 



' Si valuta prima ^ meno di cioè con 

tre cifre decimali esatte, al risultato si aggiunge 7, poi 
si moltiplica ta somma per 1000, si estrae la radice cu- 
bica dal prodotto a meno di una unità, e si moltiplica 



ZEtraiioDD delle radici il c 
i soli fattori pria 



Zik'. I teoremi che abbiamo dimostralo innanzi 
permettono di ridurre l'estrazione di una radice il cui 
indice non contiene che i fattori primi 2 e 3, ad estra- 
zioni di radici quadrate e cubiche. 
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315. Radici quarta, ottava, ec. 1°. Sia proposto di 
estrarre a meno di — la radice quarta dal numero iV. 
Sì ha (307) 

v/:v= vv^- 

Si tratta duoque di estrarre ia radice quadrala da y'^ 
i 

a meno di — . Le resole precedenti danno la soluzione 

71 

di questa questione, giacché esse indicano l'approssi- 
mazione con la quale bisogna calcolare y'W per avere 

poi \/i/lf a meno di 

.1 

Esempio I. Calcolare \/ì12G ; a meno Si un'utUià. 
Si ha- 

V'itìoT— y'v'i^2ct; 

si tratta dunque di estrarre a meno di un'nuilà la ra- 
dice quadrata dal numero \/i726i; per quest'oggetto 
basta operare (^ki) sulla parte intera di questo nume- 
ro; si cercherà dunque la parte intera di ynae |, che 
è ugnale alla radice quadrata a meno di un'unità 
di 1726,6 si estrarrà poi la radice quadrata dal risul- 
tato a meno di na* unità. 

4 

EsEUPio li. Calcolare ^12,8176214' a meno di un 
decimo. Si ha 

si tratta dunque di estrarre a meno di un decimo la 
radice quadrata dal numero \'±2,sns'2i4 : a questo fine 

bisogna calcolare questo numero a meno di tqk-(257). 
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Ora, per calcolare ^13,6178214 a meno di ~^ si 

estrarrà a meno di un'unità la radice quadrata da 125178 
e si dividerà per 100; si estrarrà poi la radice quadrata 
dal risultalo a meno di ~. 

2°. Sia proposto di valutare la radice ottava del 



Si ha (307) 

si vede che la questione è sempre ridotta all' estrasione 
di una radice quadrata, per la quale valgono le regole 
date innanzi. 

Esempio. Calcolare 1/13*7,45 a meno di un' unità. 
Si ha 



y ia47,48 = YV'mi,*!! J 



SÌ fratta dunque di estrarFe-ajaeno di un* unità la ra- 
dice quadrata dal numero v'i347,4H; a questo fine, basta 
operare sulla parte intera di questo numero: si calcolerà 

dunque prima V 1^47,45 a meno di un' unità-,, Poi si 
cstrarrà la radice quadrata dal risultato a me%o di 
un'unità. V 

Osseu-vazione. Da ciò che precede risulta cE^e 
1* estrazione di qualsiasi radice il cui indice è una poV 
tenza qualunque dì 2, si riduce ad estrazioni di radici\ 
quadrale. 

316. Radici sesta, dodicesima, ec. — i" Sia proposto ( 
di eatrarre a meno dì — la radice sesta dal numero jV. 
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Si ha 

Si tratta di eatrarre la radice cubica da y/N a meno 
di , aneto la radice qaadrata da ciò che può 
farai mediante le regole esposte iuDanzi. 

Esempio. Calcolare y/iìi32,miiB2 a meno di ^ . 
Si ha 

1/1632,4S3«H3= 532,433 1432. 

Si tratta dunque di estrarre a meno di la radice 

quadrata dal numero 32,453 1432. A quest' oggetto, 
bisogna calcolare questo numero a meno di ; molti- 
plicare il risultato per 100, estrarre la radice quadrata 
dal prodotto a meno di un' nniti e dividerla per 10. 
Sfi. Sìa proposto di estrarre la radice dodicesima 

dal numero iVa meno di —, 
n 

Si ha 

i 

Si tratta dunque di estrarre a meno di — la radice 

cubica da ciò che può farsi mediante le regole 
esposte innanzi. 



I. Siano A9 B dae numeri commensarabili; trovare le 
isondìzìoni alle quali debbono sodisfare, perchè /i/a e 
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6ieD0 commenstirabili. Questione analoga per ii/J e v^> 

V2 e V5' 

II. Dimostrare l' egnaglianza 

2-i-\/3 2— 



IH. Dimostrare l' egaaglìanza 



- IV. La radice quadrala di nn numero intero o Traziona- 
rìo è incommensurabile colla sua radice cubica, a meno cbe 
il numero non sia una sesta potenza. 



CAPITOI.O XIV. 
TBOMA DEI UPMBn B DIXKE PKOPOBSIO.IS. 



Rapporto di due grandene. 

317. U rapporto di una grandezza ad ud* altra dello 

slesso geaere, è il numero che servirebbe di misura alla 
prima se la seconda fosse presa per unità. 

11 rapporto fra due grandezze dicesi commensura- 
bile quando hanno una comune misura contenuta ua 
numero intyro di volte in ciascuna di esse. In caso con- 
trario il rapporto dicasi incommensurabile. 

318. Teorema. Qualunque, Tapparlo eommnsura- 
bile è uguale ad una frazione a termini interi. 

Siene M e £ le grandezze che si vogliono parago- 
nare,* le quali, per ipotesi, hanno una comune misura m. 
contenuta un numero intero di volte in ciascuna dì 
esse, 5 volte, per esempio, nella prima, e 7 volte nella 
seconda. Il rapporto delle due grandezze i e j5 è lo 
stesso evidentemente del rapporto dei due prodotti 5Xm 
e ly^m. Ora m è il settimo della seconda grandezza, 
quindi la prima contiene 5 volte il settimo di B, di cui 
essa è per conseguenza i cinque settimi; al modo stesso 
si vede che m è il quinto di A, e quindi B contiene 
7 volte il qiiinto di A, di cui essa è per conseguenza i 
sette quinti. Il rapporto è dunque, secondo il punto di 
vista al quale ci poniamo, una delle frazioni a termini in- 
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Happorti ìnreni o reeip*ooi> 

319. Da ciò che precede apparisce che tra due gran- 
dezze vi ha due rapporti esprt^ssi da due frazioni formale 
dai medesimi termini, come y e Questi (Jue rapporti 
si chiamano inversi o reciproci, e le frazioni che li 
rappresentano ricevono il nome di frazioni inverse o 
reciproche. 

OsSERTAZJOHE. Il prodotto di due frazioni inverse 
è evideotemente l' unità; talvolta si dà questa proprietà 
come deOnizione, e si dice: due numeri sono reciproci 
quando il loro prodotto 6 uguale all' unità. Ha noi pre- 
feriamo la prima deOnizione^ che ha il vantaggio di 
fare avvertire l' origine della locuzione di cui si tratta. 



320. Rapporto di due numeri interi o fraiionari chia- 
masi il quoziente della loro divisione. È essenziale mo- 
strare che questa definizione non contraddice a quella 
che abbiamo data innanzi, e che due grandezze della 
^essa specie rai^esentate da nnmeri, hanno in fatU 
per rapporto il quoziente della divisione di questi nu- 
meri. 

Supponiamo, per esempio, che due grandezze riferite 
ad una medesima unità, sieno rappresentate da ^ * 

la frazione divisa per dà per quoziente ; ciò 
vuol dire che ~ di unità sono i quindici quattordice- 
simi di -|- di unità, o che il rapporto della grandezza 
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— dì unità alla grandezza di unità è j-=-. Dunque le 
7 ° 3 14 ^ 

due definizioni eì accordano perfettamente. 

821*. OsSEETAZiOHE. Abbiamo veduto che il rap- 
portò di due grandezze commensurabili AeBA riduce a 
gaello di due numeri interi cercaudo la comune misura 
m tra queste grandezze. È chiaro poi che se m è la 
massima comune misura fra le data grandezze, il loro 
rapporto sarà ridotto alla sua più semplice espressione. 
Quindi allorché le grandezze date sono espresse in nu- 
meri, il loro rapporto sarà ridotto alla sua più semplice 
espressione cercando il massimo comun divisore di 
questi numeri secondo i metodi esposti nel capitolo VI. 
Ma se le due grandezze di cui si cerca la massima co- 
mane misura non sono date in numeri, c si dovesse 
per esempio trovare il rapporto e quindi la massima 
comune misura fra due lunghezze dat£, allora l' opera- 
zìme non potrebbe procedere come pei numeri, ma sa- 
rebbe fàcile sostituire la sottrazione ripetuta a ciascuna 
divisione voluta dalla regola. Si toglierà dunque la 
lunghezza miDore dalla maggiore tante volle quanto 
sarà possibile, indi si toglierà anche ripetutamente il 
resto dalla lunghezza minore, poi si farà lo stesso col 
secondo resto rispetto al primo, e così di seguito, sino 
a che togliendo ripetutamente un resto dal precedente 
non vi sia più resto alcuno. Sarà facile calcolare quante 
volte i' ultimo resto, ossia ia massima comune misura, 
è contenuta nella lunghezza minore e quante volte nella 
maggioré, e cosi queste lunghezze potranno essere rap- 
presentate da due numeri interi esprimenti ciascuno un 
aggregato di unità eguali alla lunghezza indicante la 
massaia comune misata; quindi al rapporto delle due 
lunghezze proposto, potrà sostituirsi quello dei due nu- 
meri cosi ottennjli. Supponiamo, per esempio, che la 
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lungliezza maggiore contenga 5 volte la minore piìi iiti 
resto B, la minore 3 volte li più un resto R\ It 2 volte li' 
esattamente; sarà H' la massima comune misura. Ora R 
essendo doppia di lì' , la limghesza minore che contie- 
ne 3 volte li più R', conterrà 7 volte R', cioè la massi- 
ma comune misuraj.e la lunghezza maggiore, che con> 
' tiene 5 volte la minore piti R, conterrà 37 volte la mas- 
sima commi misura ff, onde il rapporto delle due Iud- 
gbezze sarà eguale a quello del numeri 7 e 37, 

322*. Abbiamo già avvertito che un rapporto Si cbia- ! 
ma incommensurabile quando non esiste una comune mi- [ 
sura fra i suoi termini, ossia quando non può assegnarsi 
il suo valore esallaniente. Per esempio, il rapporto 
di \/sa 7 è incommensurabile, perche estraendo la ra- 
dice quadrata da 5, quel rapporto si trasforma nell' al- 
tro di 2,2360C798.r.. a 7, il quale rapporto dà ori- 
gine ad inGniti rapporti diversi, secondo che si prende 
tm maggior numero di cifre nella frazione decimale. 
Così, spezzandola dopo tre cìfrej il rapporto sarà 2,236 
a 7, ovvero a 7, che equivale al rapporto dei nu- 
meri interi 2236 a 7000; spezzandola alla quinta cifra, 
il rapporto sarà quello dei numeri 223G06, 700000, ec. 
Bla quantunque non possa assegnarsi il valore del rap- 
porto v/5 a 7, sarà in nostro arbitrio dì approssimarci 
ad esso quanto vorremo , prendendo sempre un ma^ior 
numero di cifre decimali, sino a che l'errore divenga 
pìccolissimo led assolutamente trascurabile. Si prendano 
sette cifre decimali, 11 rapporto sarà espresso dalla fra- 
zione ^^QQQ^^Q ; se ne prendano otto, ed il rapporta 

, 223606798 , ^ , 

sarà ^QQQQpQ 1 che non diffensce dal precedente se 

et 

non per -■ e questa dilferenza già piccolissima 
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dimiDuirebbe ancora adottando do maggior numero di 
cifre decimali. H rapporto di \/s a 7, ovvero la frazio- 
ne dunque un limite al quale contìnuamente si ac- 
costano, senza raggiungerlo mai, lutti i moltiplici e 
successivi rapporti che possono formarsi col decimale a 
periodo infinito 2,236067.... e col numero 7. 

Da quanto precede apparisce chiaramente che il 
fatto di non potersi assegnare il preciso valore di un 
rapporto incommensurabile non cambia la natura di un 
lai rapporto, il quale dovrà sempre considerarsi come 
il quoziente di una divisione, con la dìfTerenza che per 
le grandeeze incommensurabili, esso non si potrà otte- 
nere esattamente, ma con una approssimadone indefi- 
nita, non dissìmile Dell' uso dall'esattezza. In conferma 
di questa verità osserveremo che se si rappresenti ud 
rapporto incommensurabile per mezzo di una frazione 
1MÌ2136,.. 

eiiu luucimiii, cuni~ 
che ba per limile dividendo il numeratore e il de- 
nominatore di essa per il numeratore, si avrà l'espres- 
sióne equivalente ìtl^728 — ' * dividendo i ter- 

1715728 

mini della nuova fratone {4{42{3e ~ P^*^ ^' B"** name- 
ràiore, si otterrà 



a , M6312.... 
"^1715728.... 

. Continuando a questo modo, it rapporto incoramen' 
suTÀbile sì cambierà neU' espressione di un numero in- 
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finito (Il termìDi 
1 



che chiamasi frazione continua. Prendendo da questa 
frazione successivamente uno, due, tre e più termini si 
dedarr& una serie di frazioni ordinarie 

1 8 33 B72 

2 ' 17' 70' 377" 

che si approssimeranno gradatamente nel loro valore 
al rapporto incommensurabile proposto senza poterlo 
mai raggiungere {nota lì in fondo al Voi.). Ora l' ope- 
razione clie ha servilo a mutar questo rapporto in una 
frazione continua è la stessa proposta dì sopra per ri- 
durre un rapporto commensurabile di due quantità qua- 
lunque, a quello di due numeri interi, poiché l'unae 
l'altra consistono nella ricerca della massima comune 
misura fra i termini del rapporto. Dunque il modo di va- 
lutare io nnmeri il rapporto commensurabile o in- 
commensurabile che serbano 1* una all' altra due quan- 
tità qualunque è unicamente, di sottrarre la gran- 
àesza minore dalla maggiore quante volle è poseibile, 
ed essendovi un resto, sottrarlo guante volte si può 
dalla grandessa minore , indi togliere anche ripe- 
tutamente il secondo resto, se ve n'è, dal primo, 
e poi il terxo dal secondo, e così di seguito; se le due 
grandezze proposte saranno fra loro commensurabili, 
V operatione avrà un termine, e coi numeri esprimenti, 
nelle ripetute sottrazioni, quante volte le quantità mi- 
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nari erano contentile nelle maggiori, si potrà, formare 
una frazione continua, che ridotta a frazione ordina- 
ria, darà il rapporto numerico cercato; se le due gran- 
dezze saranno fra loro incommensurabili, l' operazione 
progredirà all' infinito , cioè la frazione continua avrà 
m numero infinito di termini , e se ne potrà dedurre una 
serie di frazionici cui valore andrà man mano accostan- 
dosi al rapporto numerico richiesto sino a differirne di 
una quantità piccolissima assolutamente trascuràbile. 

^3". Comecché le precedenti coosideraziooi sol rap- 
porto-iDCommeasurablle (a) aìeno abbastanza luminose, 
pur Doadimeno crediamo utile aggiungere la seguente ri- 
gorosa dimostrazione, dovuta aSerret, del teorema che 
il rapporto di due grandesse della stessa specie è uguale 
a quello dei due numeri che le misurano rispettiva~ 
menti}, qualunque sia l'uniià impiegata per misurare 
le due grandesse. 

Questo teorema è stato dimostrato pel caso in cui 
le due grandezze sieno commensurabili con 1' unittl im- 
piegata (Z18); resta quindi a dimostrarlo pel caso in cui 
le grandezze sieno incommensurabili con questa unità. 

Sieno a e 6 i numeri che misurano queste gran- 
dezze, e aia r 11 rapporto della prima alla seconda. 
Dividiamo l'unità In un numero qualunque n di partì 
eguali, e supponiamo che le due grandezze proposte 
contengano rispettivamente m ed m' di queste partì, ma 
non ne contengano rispettivamente m+i ed m'-t-t. Per 
la deflnizlone dei numeri incommensurabili si avrà 

-, m _^m-i-i 
n n 

(a) Queste coniidetiiìMn tono tolte diU'eecdltnle ArilmetiM del prorct- 



260 ' TRATTATO D ARtTHETIGA. 

Mediante la divisione da queste ineguaglianze si deduce 



wi'-i-l' 



Ciò posto, se la seconda grandezza si divide in vi parti 
eguali, la prima grandezza non conterrà m+i di queste 
parti ; giacché esse sono maggiori delta n"'" parte del- 
r unità. 

Si ha dunque 

r<2±i. 

^ vi 

Similmente, se si divide la seconda grandezza in m'+l 
parli eguali, la prima grandezza conterrà almeno m di 
queste parti; giacché esse sono minori della n"'"* parte 
dell'unità. Si ha dunque 



compresi fra le frazioni 2il e -7^-3., la cui diffe- 
vi m'4-1 



JM'XC'n'+l) ' ffi'X(m'-t-l)~m'v»i'-t-l / 

Se dunque ed | sono Ineguali, la toro differenza sarà 
minore di 
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e, a pib forte ragione, miDore di 

Ora, può farsi in modo che l' intero m' sia abba- 
stanza grande perchè la m'"'"' parte di ^-^-1 sia minore 

di qualunque numero dato. Si ha dunque necessaria- 
mente 

a 

6='- 



32(. Si dice che quattro grondate sono in propor- 
xionef guaado il rapporio delle dite prime è uguale al 
rapporto delle altre due. 

Io aritmetica, ove si considerano ì soli numeri, si 
dice che quattro numeri sono in proporzione , quando 
il rapporto dei due primi è uguale al rapporto degli 
altri due. 

Una proporzione è dunque una eguaglianza tra due 
rapporti. 

È evidente che se quattro numeri sono in propor- 
zione, sarà lo stesso delle grandezze corrispondenti, e 
che reciprocamente, dalla proporzione tra quattro gran- 
deize risulta quella dei numeri che le rappresentano. 

Per rappresentare che quattro numeri a, b, c, d 
sono in proporzione, si può scrivere 

a c 

ovvero 

a ; fc' ; c : d, 
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che ^ legge 

a sfa a b come e sta a d. 

n, b, c, d si ctilamano i termini della proporzione; 
^ è il primo rapporto, il secondo rapporto; b e c i 
medi, a e d gli estremi; a l' antecedeale e 6 il cooaer 
guente del primo rapporto; c l'antecedente e (2 il con- 
seguente del secondo rapporto. 

325. Quando in una proporzione ì medi sono eguali 
tra loro, si dice che essi sono medi proporzionali tra gli 
estremi ; e la proporzione toglie nome di proporzione 
continua. 

Esempio. Si taa 

8:4::4:2, 

k è dunque medio proporzionale tra 8 e 2. La propor- 
zione continua bì scrive ancora più brevemeate 

H8:4:a. ■ 

326*. Da ciò che si è detto di sopra delle quantità in- - 
commensurabili risulta cbe una proporzione eontaiente 
queste quantità deve pure considerarsi come l'egna- 
glianza di due quozienti, o sia di due fratoni, quan- 
tunque non se ne possano assegnare esattamente i var 
lori; e dal modo di valutare in numeri il rapporto di 
due grandezze qualunque si può inoltre dedurre un cri- 
terio generale per conoscere quando quattro grandezze 
sono proporzionali. Si eseguiranno sulle prime due gran- 
dezze le sottrazioni successive superiormente indicale e 
le stesse operazioni si faranno sulle altre due; se i re- 
sultamenti delle prime operazioni, comunque prolunga- 
te, si accorderanno esatlamcnte con quelli delle secon- 
de, le quattro grandezze saranno in proporzione. Il ciie 
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equivale a dire che, se le frazioni continue lermiiiatc o 
indefinite, ottenute dal [laragonc delle prime due gran- 
dezze fra loro, e delle seconde fra loro, riescono ìdeoti- 
clie ìd tutte le loro parli, qualunque esteosione ai dia a 
quelle frazioni, le quattro grandezze saranno proporzio- 
nali. 

Questo Criterio, senza mascherare la natura delle 
quantità irrazionali, mostra )a possibilità dell'egna- 
gtianza di due rapporti incommensurabili; perciocché 
tali rapporti sono limiti di due frazioni conUnue x>er- 
fellamente eguali fra loro quando se ne prende an egual 
numero di termini, ed inoltre, quelle frazioni prolun- 
gate indeflaitamente, si sccostuio sempre al valore che 
rappresentano sino a diiTerirne d' una quantità assoluta- 
mente traseurabilc. Ma qualche volta i rapporti fra 
quantità incommensurabili sono commensurabili, cioè il 
quoziente di una quantità irrazionale per un'altra può 
assegnarsi in numeri interi o frazionari ; e ciò conferma 
maggiormente che quelle quantità non fanno eccezione 
alla regola generale. Per esempio i rapporti ■v/ìa ; v'a, 

e yli ' posti sotto forma di frazioni , ^2., 
esprimono le radici quadrale delle frazioni ^ e ^ (303); 
e poiché — a ~ equivalgono a — , e -j- , i due rap- 
porti si cambiano in -^^i "X/^^ ovvero —, Di- 
modoché se si avesse la proporzione 

' essa potrebbe ridursi ad ana proporsione fra numeri in- 
teri: infatti la prima ragione è uguale a e la se- 
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conda ragione equivalente a ~ Xa/^i P^^' 

3X v" o » 8 

reggi a "g"' ^^^^ "^^'^ proporzione si cam- 

bia nell' allra, 2 ; 1 ; : 6 ; 3. 

Neil' esporre dunque le proprietà generali delle pro- 
porzioni geometriche noi prescinderemo da ogni distin- 
zione sulla natura delle quantità che ne formano il sog- 
getto, e ciò che diremo si applicherà tanto alle gran- 
dezze conunttiaurabilE quaotQ alle lacommen&urabili. 

Teoremi telativi «Ile proponioni. 

^7. Tbobema I. In qualunque proporzione il prò- 
dotto degli estremi è uguale a quello dei nudi. 
Abbiasi la proporzione 



0, ciò ch'è lo stesso, 

(" T = ¥- 

Se si moltiplicano i due termiai della prima espressione 
per d, e quelli della seconda per b, affine dì ridurle allo 
stesso denominatore, l'eguaglianza (i) diverrà 

aXd_cXb 

Queste due frazioni eguali avendo lo stesso denomìua- 
tore lianno i loro numeratori eguali, e per conseguenza 

ciò che bisognava dimostrare. 

328. Osservazione. Questo teorema dà il modo di 
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Irovare un termine di una proporzione di cui si conoscono 
gli altri tre. 

Infatti, poiché il prodotto degli estremi è uguale 
a quello dei medi, se il termine ignoto è un estremo, 
moltiplicata per 1' altro estremo deve dare un pro- 
dotto eguale a quello dei medi; esso è dunque eguale 
al prodotto dei medi diviso per l'estremo noto. Se il 
termine incognito è un medio, si vede egualmente che 
è uguale al prodotto degli estremi diviso pel medio noto. 

Esempio. Trovare un tal numero x che si abbia 

3 : 7 : : ^ : a. 

Dalla regola enunciata ei ha 

„_7X5_35-ll2. 
Z 

329. Teobeua If. Quattro ntmeri a, b, d tono 
in proporzione se il prodotto degli estremi è ugwle 
al prodotto dei medi. 

Supponiamo che si abbia 

aXd~bXc. 

Dividiamo per by<.d ì due membri di questa eguaglian- 
za, avremo 

aX(l_bXc 
bXd bXd' 

Sopprìmendo il fattore d cornane ai due termini deìia 
prima frazione, e il fattore b comune ai due termini 
della seconda, avremo 

b~ d' 

330. Dai teoremi precedenti risulta che ad una pro- 
porzione si possono far subire tutte le trasformazioni che 
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non alterano l'eguaglianza Ira il prodotlo degli estremi 
e quello dei medi. In [ìarlicoliire, si può in una propor- 
zione: 1°. Permutare fra loro i medi o gli estremi; 
2°. Porre i medi in luogo degli estremi, e reciproca- 
mente. Cosi, la proporzione che ha luogo fra quattro nu- 
nieri a, b, c, d, tali che aX^ = ^X^^ esaere scritta 
negU otto seguenti modi: 



331. Teorema HI. In ma'groporzwnc si può molti- 
plicare o dividere nno dei suoi eslrcttii e Tino dei suoi medi. 

Infatti è evidente che operando a questo modo si 
moltiplica 0 si divide per odo atesso nomerò il prodotto 
degli estremi e quello dei medi, lo che non altera la 
loro egoaglianza. 

332. Teorbma IV. Se due proporzioni hanno un 
rapporto comune, gli altri due rapporti formano una 
proporzione. 

Infatti dalle due proporzioni 





a :b 



c ; d, 
c\d, 



si può dedurre 



a : b 



e:f. 



perchè questi due rapporti, eguali acid, sodo eviden- 
temente eguali fra loro. 
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333", OssEiiVA/.iONF. I. Se chic proporzioni hanno t 
medesimi aniecedcnii, i consoijiie.nl i sono in proporzione. 
Se due proporzioni hanno (/li stessi conseguenti, gli an- 
tecedenti smo in proporzione. 
Àbbiansi le due proporzioni 
a '. b'. ' c d , 
« ! e ; ; c ; /"; 

cliG lianDO gli Btessi aniccedunti. Permutando fra loro i 
medi, si ha 

a' €', ',b ',d, 
a ! c ; ; e ; /■; 

e pel teorema precedente 

bldy.e-J. 

^'iV. OssF.RVAZiONE II. Sc dìic proporzioni kannogli 
stessi estremi, il rapporto dei conseguenti è inverso a 
quello degli antecedenti. Se due proporsioni Aamo gli 
stessi medi, il rapporto degli antecedenti è inverso a 
quello dei conseguenti. 
Siano le due proporzioni 

a'.^y.c'.d, 
a:c\:f\d, 

che hanno gli stessi estremi. Dalla prima proporzione si 
ha aycfip^by^c, e dalla seconda aycd^eY.f; quindi 

bXc^eXf, cioè | = . 

335. Teorema V, Tn qualvngue proporzione la 
sonaaa dei due primi .termini dfa al secondo come la 
somma dei dite ultimi sta al quarto. 

Abbiasi la proporzione 

a'b'.'.f'.d. 
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0 cl6 eh' è lo stesso 

a c 

J~ d ' 

Aggiungendo l'unità ai due membri di questa egua- 
glEaiua si ha 

ovvero 

b ~ d ' 

0 ciò eh' è lo stesso 

a+b ; 6 ; ; e+d ; d. 

336. OssERTAzioNE. Confrontando questa propor- 
zione con la proposta , si ha (333) 

a l a-+^b '.'.ci c+d; 

cioè che in gtialunque proporzione il primo termine sta 
alla somma dei due primi come il terso sta alla som- 
ma dei due ultimi. 

337. Teorema VI, In qualunque proporzione, la 
differenza dei due primi termini sta al secondo , come 
la differenza dei due ultimi sta al quarto. 

Abbiasi la proporzione 



Togliendo l' unità dai due membri di questa egua- 
glianza, si ha 
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ovvero 

0— 6 _ <!— d 

& ~ d ' 

0 ciò eh* è Io stesso 

a — b '.b'i e — d ' d. 

338. Osservazione I. La proporzione precedente 
suppone evidentemeote che o e e siano maggiori di 6 e d. 
Se ciò non foisse, ponendo i medi in luogo degli estremi 
si otterrebbe una nuova proporzione h',a\ld'.e, alla 
quale sarebbe applicabile il teorema. 

339. Osservazione II. I teoremi V e VI conducono 
a conseguenze importanti. 

Se invece SI a:b\',c'.d sX scrive la pro^rzione 
equivalente 

ttlcllb '.d, 

ed a questa si applicano i teoremi V e VI, si trova 

a+c ; c; ; b+d ! d, 
o—c ',c \ \ b — d '. d; 

permutando i medi, queste due nltiroe proporzioni di- 
ventano 

a+f ; 6+4 '.'.e'.d, 
a — e l b—d'. lcl d: 

cioè, che in una proporzione qualunque la somma o la 
differenza degli antecedenti sta alla somma o alla dif- 
ferenza dei conseguenti come un antecedente sta al suo 
conseguente. La seconda di queste proporzioni suppone 
evidentemente che a sia maggiore di c, e per conse- 
gnenza b maggiore di d; se ci6 non si verifica, invece 
della propondone a : & : : c : d, si scriver^be 

b '.a',' d '. e. 
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e ìtt medesima dimostrazione dar^be 
b — d ; n — c * ; d ; e. 

340. Teorema VII. in qualunque proporsione la 
somma dei due primi termini sta alla loro differenza 
come la somma dei due uliimi sta alla loro differetua. 

Abbiamo provato che da una proporzione qualunque 
a-.K'.c-.d, 
se ne deducono le due seguenti: 

a-i-b ; t ; 1 c+d ; d, 
a—b ; b^l ; c^d ; d; 

le quali, permutando i medi, possono scriversi 
0-+-6 ; c-hrf '.'b',d, 
a — b ; c — d '. '.b; d; 

dunque, a causa dui rapporto comune, 

a-+b ; c~i-d I ; a — b ; c — d; 

ovvero, permutando i medi, 

a+6 ; a — b \ ' c-rd ' c — d. 

341. OasERvAziODiE. Permutando i medi della pro- 
porzione proposta, il teorema precedente darebbe 

a+c l a — c ; ; b+d l b — d; 

cioè che in una proparsiom qualunque, la somma degli 
antecedenti sta alla loro differenxa come la sottana dei 
conseguenti sta alla loro diffiirensa. 

342. Teorema Vili. 3IoltipUeando termine a ter- 
mine un numero qualunqìie di proporxioni si formerà 
una nuova proporzione. 
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Se 8i hanno le proporzioai 

U prodotto dei Ire primi membri è uguale a quello dei 
Ire secondi; quindi 

ciò die equivale alla proporzione 

aiX«i><fl3 : ^x*.x«'^ : : dX^iXc. : d.xdìXrfi. 

S43. Osservazione. Se le proporzioni considerate 
sono identiche le une alle altre, il teorema precedente si 
trasforma nell'altro: Inalzando ad ma medesima po- 
' tensa tutti i termini di una proponime, si forma ima 

nuova proporsione. 

3ii'. TiDOBEMA IX. Dividendo due proporzioni ter- 
mine a termine, si forma una nuova proporzione. 
Abbìansi le due proporzioni 
' «i ; 61" e, ; 
a, : 6, t ; c, ; d,; 
ovvero . ■ _ 

£1. ^ S* 

. ^T^i' X àt ■ 
Dividendo queste due eguaglianze membro a membro, 
si ottiene 



ovvero 
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0, ciò eh' è Io Slesso, 



(è) iti 



31^5*. Teorema X. Se guattro numeri sono in pro- 
porzione, le loro radici dello stesso grado sono anche 
in proportìone. 

Abbiasi la proporzioDe 

a'.b'.'.c'.d, ovvero 

o a 

Estraendo la radice m'"™ da ciascun membro, si ha 

ohe messa sotto forma di proporzione dà 

346. Teoheiha XI. In ima serie di rapporti eguali 
la somma degli antecedenti sia alla somma dei eopse- 
guenii come un antecedente sia al suo conseguente. 

Consideriamo ana serie di rapporti eguali: 

, 0 : ; : c ; d : ; e ; ; j : ft; ^^■^ 

dall' egaagliaaza dei due primi rapporti, 
a'.b'.'.c'.d, 

si deduce (339) 

o+e ; 6+d : ; e ; d. 
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Soslilueado al rapporto c'.d, il rapporto eguale è'f,sì 
■ ottiene 

o-K ; 6-f-d *',e'f. 



da cui si deduce (339) 



a+c-he'.b+d-hf, ',e'.f. 



Sostituendo al rapporto e'.f, il rapporto eguale g ', h, 

si ottiene 

a+c+e : b+d-ì-f. '.g'.h, 

da cui si deduce (339) 

a-i-c-f-e+3 : b~^d+f+h '.'.g'.h; 

ciò che bisognava dimostrare. 

347*. Quest' ultimo teorema permette di risolvere il 
seguente problema: Dividere un numero qualunque'^ in 
parti proporzionali a numeri dati a, b, c, .... Infatti si 
tratta di trovare dei numeri x, y, s, tali che si abbia 




la virt£[ del teorema precedente, si ba 



a o+6h-c-(-..., ' b o:+.6»f_c4- .... ' 



N 



a-4-b+c-i- .... ' 



da cui 




IS 



m 
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348*. Due grandezze qualunque dello stesso genere 
possono paragonarsi tra loro in due diversi modlj 1" o«- 
smmdo di quanto una supera V altra: 2' osservando 
quante volte una è cùntemda nelV altra, 0 più general- 
mente , che parte ma è dell' altra. Questo secondo modo 
di paragone forma il rapporto goomotrico di cui abbia- 
mo già parlalo; il primo modo dà idea del rapporto 
oritoeKto. Quattro grandezze a, b, c, d. tali che la dit- 
ferenia fra la prima e la seconda sia eguale alla dilfe- 
genzafra la terza e la quarta, costituiscono una jjro- 
mnitm arUmUca o equidilferenza. Quindi una pro- 
porziono aritmetica non è altro che l' eguaglianza di due 
rapporti aritmetici. 

la proporzione aritmetica fra quattro grandezze a, 
b, Ct à si scrive 

a.fc;c.d, o a— i> = c— d. 
3W. Ti^oREMA. In gaalunque prtìporxione aritme- 
tica la somma degli estremi è eguale a gmlla dei medi. 
Abbiasi la proporzione aritmetica 

a.blc.d: 0 a—b = c—d. 
Da questa eguaglianza ai deduce 
a-i-d^b-ì-e- 
360". OssHtYiziOHE. Se la proporzione t conUnua, 
cioè se si ha 

a.b.b.c, 




b si chiama il medio arilmetieo delle doe quantità o e e. 
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Per analogìa si cliiama medio aritmetico dì più 
quantità la somma delle medesime divisa per il loro 
numero; cosi 11 medio arltmeiico dei numeri 4,7, 5, 8, 

iÌtl+±tS=6. 



I. I.a proporzione a:b.:c\dè uoa conseguenza del- 
l' altra a-i-b ; a~b : ; c-\-d ; c — d. 

II. Il maggiore dei qaaltro lermini di una proporzione, 
aggianto al minore, dà ana somma pìà grande del due allrì 
termini. 

III. Vi può essere una lai proporzione che aggiungendo 
ano slesso numero ai suoi quattro termini, si formi una 
nnova proporzione? 

IV. Dalla proporzione a : b e '. d si può dedurre 

aXb ; cXd : : {a-i-b)* ; (e+d)». 

V. In qaal caso possiamo as^iungere due proporaioni- 
lermine a lerminei in modo da ottenere ana nuova propor- 
zione? 

VI. Se si hanno quattro onmeri a, b, c, d, tali che b sia 
egaalea (SÌ') a i (-l+i) i quallro namerì 
sono in proporzione. Reciprocamente, se in una proporzio- 
ne a ; b : : c : d, si ha 6 = • ^^'^ I""* ~è ~ 

1 fi 1\ 

VII. Dalla proporzione ma+n6 : ma!-i-nb' : * a : a' re- 
sulta l'altra a:a' nblV, qualunque sieno ■ numeri m e n. 

Vili. Si prenda il mezzo O di una linea AB e si se- 
gni nn ponto X tale che 

AX:JB.:BX:XO: 
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trovare la posizione del pnnto X 

Jt Ò X B 

IX. La stessa qaeslione, snpponendo il pnalo O posto ai 
dae terzi, ai tre quarti, ai quattro quinti, e in generale 

agli - — - della linea AH. 

X. À ir ji' S. Se sopra noa 
linea AB si prendono due pnnli B' e A' di modo che si abbia 
la proporzione 

BÀ- : AB : : AB : AB', 

si avrà 

1 1 __ 2 2 
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Progreitìoni per diffeienia. 

351, Una progressionu per iJiCferenia è una serie di 
numeri nei quali !a dilTerenza fra uno di essi e quello 
che lo precede è costante: questa dilTerenza si chiama 
ragione della progressione, 

KsEMPio. I numeri interi 1, 2, 3, 4, formano 
una progressione per differenza la cui ragione è 1. 

Per indicare che più numeri 5, 10, 15, 20,25 .... 
formano una progressione per differenza, si scriverà 
45.10.15.20.26.. .. 

Osservaziom:. Se si scrivono in senso inverso i 
termiDi di una progressione, si forma una nuova pro- 
gressione 

^25.20.15.10.5. 

che \iea delta progressione decrescente, perdislinguerìa 
dalla precedente che cliianiasi progressione crescente. 

352'. Teoufma. Un/cnnhie qualunque di una pro- 
gressione per dijl(!rcn:^a crescente è iKjuale al primo, più 
tante volle la ragione quanti som i termini che lo pre- 
cedono; ed è uguale all' vlUmo, meno tante volte la ra- 
gione quanti sono i termini che lo seguono. 

Abbiasi la progressione per differenza 



la cui ragione è S. 
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1*. Per definizione si ha 

a, = Oj+S, aj = aj-l-S, Bj=«,+S, a„ = a„_,-hS. 

Sostilueado il valore di a, ia quello di si ha il 
terzo teroime espresso da aa = a,-i-SS. Sostitueodo 
questo valore di a. In quello di a^, si ha il quarto 
termine Oi=a,+35. Cosi sì troverebbe o,=ai+W, 
aft=«,-h55; e in generale, il termine if"^ 

o„ = ai-i-(n— 1)X5. 

2*. Per definizione si ha anche 

a„_, = a„ — S , a„_, = — 5, a„_j = o„_, — 5. 

Sosliliiendo il valore di a„_, ia quello di a„_ì, si 
ha fl„_5 = a„— 2S; sostituendo questo valore di o„_j io 
quello di a^, si ha o,|_3 — a„ — 3S, e così di seguito. Il 
primo termine sarà quindi dato dall' eguaglianza 

Ot = o,— (n— 1)X5- 

OssERTAZiONE. Per mnfo dell' espressione 

si può ottenere un termine qualunque sema passare pei 
termini intermedi. 

EsEHPio. Vogliasi il vesticinquefilmo termine della 
progressione 7 5. 10 . 15 si ha 

a„ = 5+(25— 1)X5=125. 
loieriione dei me<l( ariUnetìoi. 

353, Inserire m medi aritmetici tra due numeri, a e /, 
significa formare una progressione dì cui a e / siano i 
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lermìni estremi, e di cui questi m medi aieno i termini 
intermedi. 

Per calcolare questi medi e la ragione S delia pro- 
gressione che essi formano, osserviamo cbe questa pro- 
gressione avrà termini; l'altimo termine l, cbe 
supporremo maggiore di a, sarà dunqae dato da (353) 

i = a+(nM-l)X5; 

da cui 
e quindi 



Dunque la ragione della progressione che si tr&tta 
di formare è eguale alla differenza dei numeri dati di- 
visa per il numero dei medi da inserire aumentato di 1. 

Conosciuta la ragione 5, la progressione richiesta è 

7 o . o-i-S , a-f-25 ....a-i-mS./, 

EsEUFio. Vogliansi inserire 8 medi aritmetici tra 25 
e 196. Sì ha 

aK » *QA fi^ r 196—25 17t ,„ 

a = 95, ( = 196, m=SL S^—-^ — —=-— = 19; 

V 8-f-l 9 

la progressione richiesta è dunQue 

7 25 . 44 . 63 . 82 . 101 . 120 . 139 . 158 . 177 . 196. 

36Ì. OsSGBTAZiOHE I. Una progressione per diffe- 
rensa essendo data, se s'inserisce uno stesso numero di 

medi aritmetici tra ciascun termine e il seguente, la 
nuova serie ottenuta è una progressione per differenza. 
Abbiasi la progressione 

7 o.i.c h.k.l, 

la cui ragione è 3, e supponiamo ohe s' inseriscano m 
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medi aritmetici tra a e 6, m tra 6 e c, m tra e e d, ec. 
Le progressioni parziali cosi formate avranoo per ragioni 
rispettive 

b—a c—b l—k 
ta-hi ' niH-i ' ' w-i-1 ' 

che SODO tutte eguali a . Inoltre l' ultimo termine 

di ciascuna di queste progressioni parziali è jl primo 
della seguente; dunque il loro idsieme formerà ancora 

una progressione per dìlTerenza. 

355. 0:^sEiivAZiOM- li. QuaUi]ii[Lic sia il numero dei 
medi inseriti tra dui: iiiiiiumì a l:i ragione dulia pro- 
gressione ottenuta è il quoziente della divisione di l — a 
per un numero intero. Reciprocamente, si può determi- 
nare il numero dei medi inseriti in guisa tale che il nu- 
mero intero per il quale bisogna dividere l—a, per otte- 
nere la ragione, abbia il valore che si voglia. Se, per 

esempio, si vuole che la ragione sia — ~, bisogna in- 
serire 3 medi. 

356*. Teoreha. Per inserire tra due numeri dati 
un numero di medi aritmetici eguale a py^—i^ ii può : 
V inserire p — 1 medi tra i dué numeri dati; 2° inse- 
rire p' — 1 nudi tra ciascun termine della progressione 
ottenuta e il seguente. 

Supponiamo, inTatti, che s'inseriscano p — 1 medi 
tra ì numeri a è 2]>a. La ragione della progressione ot- 
tenuta è 

l—a 
P 

Supponiamo ora che s' inseriscano p'— 1 medi tra 
ciascun termine di questa progressione e il seguente; si 



Digilized by Google 



CAPITOLO XV. 



281 



formerà una nuova progressione per (UCTerenza la cui 
ra^one sarà 



Ora, questa ragione è precisamenle quella che si sa- 
rebbe ottenuta inserendo pX?" — * ""edi per differenza 
tra ì numeri a e l; il teorema è dunque dimostrato. 

357*. OSSERVAZIOKE I. Per inserire tra due nu- 
meri dati un numero di medi per differenza eguale a 
PXp'Xp"'-*- — si può: 1° inserire p— 1 medi Ira i 
BHffieri dati; 2° inserire p'— 1 medi tra ciascun ter- 
mine della progressione ottenuta e il seguente; 3° inse- 
rire p" — 1 medi ira ciaseun termine di questa seconda 
progressione e il seguente; e così di seguito. 

Supponiamo, per esempio, che si vogliano iiisiidre 
py(p'y^p"—i nielli Ira due numeri. In conseguen/.a del 
teorema preci'ilcnle. si possono: 1" inserire 1 medi tra 
i due numeri dati; -X" inserire p'y(p"—i medi Lraeìascun 
termine della progressione ottenuta e il seguente. Ora, 
guesta seconda operazione si riduce, per lo stesso teo- 
rema, a inserire solamente p' — i medi, poi a inserire 
p"— 1 medi tra cia.scun termine della nuova progres- 
sione e il seguente. 

Cosi volendo inserire tra due numeri dati un nu- 
mero di medi aritmetici eguale a 2"—!, n essendo un 
numero Intero, si può inserire un medio trai numeri 
dati, poi un medio tra ciascun termine della progres- 
sione ottenuta e il seguente, e cosi di seguito sino a cbe 
la stessa operazione ^a slata ripetuta n volte. 

358*. Osservazione H. / numeri che s'introducono 
in una progressione per differenza inserendo p — 1 medi 
aritmetici ira ciascun termine e il seguente, e i numeri 




0 




l~a 



282 TRATTATP D'ARITMETICA. 

che s' introduconù nella stessa progressione inserendo 
p' — 1 medi tra ciascun termine e il seguente, possono 
essere introdotti al tempo stesso nella progressione in- 
serendo pXp' — 1 medi aritmetici. 

Infatti, per inserire pXp' — * medi aritmetici tra i 
diversi termioì di uaa progressione per difTerenEa, si può 
cominciare dall' Inserire, sia p— 1, sia p'—i medi, e 
non resta piii che ad inserire p'—l o p — l medi tra i 
diversi termini della nuova progressione. 

SoninM dai tannÌBÌ di un* piogrettione per dìBimm, 

359. Teorema./)! ma progressione per dtffereasa la 
somma di due termini egualmente distmii dagli estremi 
è costante ed egìuile alla somma dei termini estremi. 

Abbiasi la progressione per differenza 

la cui ragione è S. 
Si ha 

0,4-5 = Oj, a,-}-5 — a^, aj-f 5 = , , . . , 

a« — 5 = a^i, a„_, — 5 = o,_,, o„_i — 5=:= a„_a 

Sommando per orarne le eguaglianze che sono In cor- 
rispondenza, risulterà 

a,~ha„ a,4-a„_, = Oj+a,., = «j-Fa^^j .... 

360. Indichiamo con s la somma di » termini di 
una progressione per differenza - Oi . . a, . . . . ; si ha 

s = a,-H»,-Hl,4- .... +«„_iH-o^,-H», : 
si ha pure, scrivendo i termini in ordine inverso, 
5 = o„+a^i-)-a„_i+ .... 4-aj+a»-f-fli. 
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Sommando queste due eguaglianze per ordine, si ha 

2s = (a,4-a„)+(<i»+a^,)+(<i)-!-a„_,)+ 

-i-(<i,_+flj+(o,_i4-o,)+tà,+Oi). 

Ma le quantità fra parentesi sono tutte eguali, dunque 
2,=(a,+«.)X», da , = (i!±|>><!!. , 

0ssi;avA7.io>K. Su l'ultimo termine a„ non fosse 
conosciuto, bi^ogncrclibe prima calcolare c„ e poi sosti- 
tuirne il valore nella formola precedente; ovvero, poicliè 
si ha 

o. = a.-f(B-l)XS, 

si poirebbe calcolare s direttamente, mediante la for- 
moli 

(a.+rtJX« _ [2''.+(n-l)X5]Xft 

2 ~ 2 

EsEUFio. Calcolare la somma degli n primi nu- 
meri impari 

.... +2n— 1. 

Questi* numeri formano una progressione di n termini; 
la loro somma è dunque 

(l+2n_l)Xn _ , 

Quindi la somma degli n primi numeri impari è uguale 
al quadrato di n. 

Progreailone per quorienle. 

3G1 . Dicesi progressione per quoziente o geometrica 
una serie di termini tali che il rapporto di uno di essi 
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al precedente sìa costante. Questo rapporto si chiama 
rùgione della progressione. La progressione è crescente 
0 decrescente, secondo che la, ragione è maggiore o 
minore dell* unità. 

Esempio. I numeri i, 8, 16, 32, 64, 128 ec, for- 
mano una progressione per quoziente crescente, la cui 
ragione è 2-, i medesimi numeri scrìlti in senso inverso, 
cioè 128, Qk, 32, 16, 8, 4, formano una pro<<:ressIonG 

per quoziente decrescente, la cui ragione è 1- 

Per indicare che i lermini n,, a„ aa,....fi„, for- 
mano una progressione per quoziente, si è convenuto di 
scriverli così 

362". OsSEftVAziosE. Ciascun termine di una pro- 
gressione per quoziente è medio proporzionale tra quello 
che lo precede e quello che lo segue. 

Infatti, data la proporzione per quoziente 

ri fi I 0» ; «s ; ■ . ; «„, 

si' ha per deflnizione 

Ut : Oj a» 

«1 1» a» ' " " * 

e quindi 

■ (a,)* — a,Xas , = o,Xa4 • . ■ • 

363. Teorema. Un fermine qualunque di ima pro- 
gressione per quoziente è uguale al primo moìliplicato 
per una potenza della ragione avente per esponente il 
numero dei termini che lo precedono; e all'ultimo di- 
viso per una patema della ragione arenie per espo- 
nente il numero dei termini che lo seguono. 
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1". sia 9 la ragione della progressione per quoziente 

si ha 

a, «1 fl, a„ , a. 

= = ==_==Ì:=:_5. 

«1 "t '^3 «n-l ««-i 

da cui ,^ 

a, = fl,X?i aj = 0.X9 , . ■ . ■ «n = «-iX» ; 

e ben ei vede che ud termine si forma dal precedente, 
moltiplicando quesl'ulliirjo per q. 

Le eguaglianze precedenti danno ancora 

o, = o,X9*,' 0*= a,X^ .... ; 

e in generale 

fl„ = aiX9""'' 

2°. Si ha anche 
a.^ = X «., = 2=!, «.. = &=■...., 

e quindi 

«„ 0„ a„ 

"'"■"T' °— 

Inmdom dei nudi -per qnoziaBta, 

36Ì'. Inserire medi per quoziente tra due numeri a 
ed l, significa formare una progressione di cui a ed f 
sieno i termini estremi, e di cui questi m medi sieno i 
termini intermedi. 

Per calcoiare questi medi e la ragione della pro- 
gressione che formano, osserviamo che questa progres- 
sione avendo fn-(-2 termini , l'ultimo termine l è dato da 
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dit cut 

-z^fl""*"', e per conseguenza, q 
a 

Dunque la ragione delta progressione che si tratta di 

formare è uguale ad una radice del quoslente ^ dei dd- 

meci dati, che ha per indice il numero del medi da in- 
serire aumentato di un' uuilà. 

La ragione g essendo determinata, la progressione 
richiesta è 

H a ; 1X9 ! 1X9* 1 — ' ^y-'T '■ 

365, Osservazione I. Se s' inserisce un egual nu- 
mero di medi per quoziente tra ciascun termine e il 
seguente di una jjrogressione per quoziente, la nuova 
serie oUentita è una progressione per quoziente. 

frol'fr ; fi ; d ; .. ; ; t ; /, 

la cui ragione è 9, e supponiamo che s'Inseriscano 
tn medi per quoziente tra ciascun termine e II seguente. 
Le progressioni parziali formate a questo modo avranno 
per rispettive ragioni 

VI...... VI 

che sono tutte eguali a y/q. Inoltre, l'ultimo lerniiae 
di ciascuna di queste progressioni parziali ò il primo 
detta seguente; dunque il loro insieme forma ancora 
lina progres^one per quoziente. 

386, OssERTAZioHB II. Perdiè tre numeri a, bae 
possano far parte di una stessa progressione, bisogna 



CAPITOLO XV. 



287 



potere inserire Ira (z e c un tal iinmero di medi , che la 
progressione che ne risulta abbia b tra ì suoi termini; 
indicando con m questo numero ignoto di termini, e 
(.00 q la ragione della progressione, si ha 




Supponiamo che b sia il termine n'"™ di questa 
progressione; dovrà aversi 

6 = 0X5" ovvero ~ = ì • 

Inalzando i due termini di qaesta eguaglianza alla 
potenza m+l, si ha 

Ma da altra parte si ha (299) 




quÌDdi 



Supponiamo che à, aec siano commensurabili, sa- 

ramio tali pure A e ~ ; se indichiamo con ~ e — le 

a a *b Ci 

frazioni irridacibili equiTaleDU> l' ultima eguaglianza di- 
venta 




Ha queste due frazioni sono irriducibili, quindi non 
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poeaono essere eguali se non si ha 

t = e,"-', a"*' = o,"~'; 

da coi resulta evidentemente che e debbono essere 
composti dei medesimi fetlori primi, come pure e Qj, 
e che gli esponenti di uno stesso fattore, in di e e in 
fi j 

«1 e fli, debbono avere on rapporto costante ^ . 

Afflicaziocie. Quali sono i mmeri commensura- 
bili che possmo far parte di ma progressione per quo- 
ziente che ha per termini 1 e 10? 

. IndiMiido con ^ il numero cercato, e con tn ed n 

9 

numeri interi, bisogna avere in virtù di ciò che precede 




cioè 



Il primo membro essendo intero , dev* esserlo anche 

il secondo, e poiciiè la frazione (t^**) irriducibile 

bisogna che sì abbia g-^l. Inoltre, perchè IO""*"' sia 
eguale a p"'*, bisogna che p contenga i soU fattori 2 
e 5, e che questi fattori abbiano esponenti eguali, o in 
altri termini, che p 8ia una potenza di 10. 

Dunque le potenze di 10 sono 1 soli numeri com- 
mensurabiii che posBono figurare in una progressione 
per quoziente di coi 1 e 10 fanno parte. 

367*. Teorbbu. Per inserire tra due numeri dati 
on numero di medi po' guotiente egutUe a pXp' — 1) si' 
può: i'> inso'ire f—l medi tra i due numeri dati ;2f> in- 
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serire p' — 1 medi tra ciascun term^ della progressione 
ottenuta e il seguace. 

Supponiamo Inhtll che s'inseriscano medi tra 
i nameri a ed l. La ragione della progressione ottenuta 
sarà 

V!- 

Supponiamo che a' inseriscano p'—i medi tra ciascun 
termine di questa progressione e il seguente; si formerà 
una nuova progressione per quoziente, la cui ragiono 
sarà <36ì) 

Or questa ragtone è precisamente quella che si sa- 
rebbe ottenuta inserendo p'Xp^ — 1 ni^di per quouente 
tra i numeri a ed l; il teorema è dnnque dimostrato. 

368*. OssEETAZiONB I. Per inserire tra duenitmeri 
untatmero di medi per quoziente eguale a pXp'Xp''....— 1, 
si pud: 1" inserire p— 1 medi tra i numeri dati; 2° in- 
ferire p'—l medi ira ciascun termine della progres- 
sione ottenuta e il seguente; 3° inserire p" — 1 medi tra 
ciascun termine di questa seconda progressione e il 
seguente; e cosi di setjuito. 

Supponiamo per esempio che sì vogliano inseri- 
re p'X.p'y.p" — 1 medi tra due numeri. Per il teorema 
precedente si può: 1° inserire p — 1 medi tra i numeri 
dati: 2° inserire p'y(p"—^ medi tra ciascun termine 
della progressione ottenuta e il seguente. Ma questa se- 
conda operazione per lo stesso teorema si riduce ad in- 
serire solamente p' — 1 medi, poi a inserire p"— 1 medi 
tra ciascun termine della nuova progressione e il se- 
guente. 
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CoA per Inserire tra doa numeH doti un numer» di 
medi per quoilente eguale a 2"— 1» « puft inserire un 
medio tra I numeri dati, poi ua medio tra ciascun ter- 
mine della progressione ottenuta e il eoguento; ^ cosi di 
seguito, sino a che la medesima operazione sia stata ri- 
petuta n volte. Da ciò risulta che l' inserzione di 2" — 1 
medi per quoziente tra due numeri, si riduce ad inse- 
rire molte volte un medio per quoziente tra due numeri; 
quindi essa non richiede altra operazione che l'estrazione 
della radice quadrala. 

369". Osservazione 11. J mme.ri che s' introducono 
in una progressione per quoziente inserendo p— t medi 
tra ciaacun termine e il seguente, e i numeri che s* in- 
troducono nella stessa progressione inserendo p' — 1 
medi fra ciascun termine e il seguente, possono essere 
introdotti al tempo stesso nella progressione mediante 
V inserzione di pXp' — * medi per quoziente. 

Infatti, per inserire pXp'—l medi per quoziente 
tra i diversi termini di una progressione per quoziente, 
si può incominciare dall' inserire sia p — 1 sia p' — 1 me- 
dii e non restano da inserire che p'—i o p—i medi tra 
i Aversi termini della nuova progressione ottenuta. 

tradotta twtnìnì £ ww pcogBeulaiie p«r qwwlanl». - 

370*. Tewiedu I. Inmaprogressioaepergwaietdt 
i prodotti dei termini estremi e degli eguidistiuUi dagli 
estremi li egiu^liano. 

Si ha 

««^o-iX?, <Vj=<V-«X9. «*-i=a»-jX« ; 

da.qneste eguaglianze, moltiplicandole ordinatamente fìra 
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loro, risulla 

«iX-fl. = «»X««_i = o.Xom = •»X"«_, = 

371 Teorema II. Il prodotto dei Umiid di una 
progressione per guozienle è eguale alla radice qua- 
drata del prodotto degli estremi inaltato ad una pò- 
tenta il cui grado è egnale al numero dei termini. 

Abbiasi la progressioqe 

Indichiamo con P il prodotto di tntti 1 termini ; si ha 
P = «iX«.X«.X .... Xo^«^,Xfl,t 

e ancora 

P = a^Xa^iXa^tX .... Xa=X«iXai . 
Moltipllcando queste due eguaglianze fra loro si ottiene 

P' = <«tXan)XCfl,X«,-i)X(fl»X«n-.)X .... 

X(a«-iXa3)X(«„-iX«i)X(o.Xfli) ; 
e pel teorema precedente 

^* = (fliXo-)"ì ovvero P=\/'(aiXKy^ 

Sonmia dei tmnnini di nn* prograirione per quoziente. 

372. Abbiasi la progressione per quoalente 
—fli ; o,;iis ; Ut ; .... '. a,; 
bisogna vahitare la somma 

[1] . 5=a,+a,+aH-ai+ 4-a^^+«„. 

Chiamando g la ragione, e moltiplicando per q i 
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due membri dell'eguaglianza [1], si otiiene 

SX« =«iX!I-HisX9-Hi,X9-t-a*X?H- • - •-• 
-+-a„_iX?-H»„Xj; 

ma per Ipotesi 

«iX? = o*, a,X? = fl», «iX?=a*-...o,_iX? = fl„; 

quindi l' eguaglianza precedente diventa 

p] 5X« = a,+Bj+at-H . . . . o„+o„X7 ■ 

Supponiamo 9>1; si sottragga l'eguaglianza [1] 
dalla pi] membro a membro, si ottiene 
SXq-S = a^q-a,, 

0 

5X(?-l)=«,X?-«i, 
e per consegnenu 

g-i 

Se ?<1, bisogna sottrarre l'eguaglianza [2} 
dalla [1] , e si ha 

SSXq, 0 5X(l-S) = a.-a„X9, 

da cai 

if — °i— tt«Xg 
1-9 

Da ciò che precede si deduce che: per avere la 
somtna dei termini di una progressione per quozienie, 
bisogna prendere la differenza tra il primo termine e 
il prodotto dell' ■ultimo per la ragione, poi dividere il 
resultato per la differenza tra l' unità e la ragione. 

OssEKVAziORE I. É nolo che o.=«(X9"~'; se 
, questo valore di si Bostituisce ne! due valori già tro- 
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vati di 5, sì oUiene 

« — n— 

373". OssEivvAZiosE II. Se nell' eguaglianza [1] si so- 
stituisce ad «i il suo valore aiXq> ad a^, fliX?' ec, si 
ha 1' altra eguaglianza 

S = a,-4-a.X?-i-«iX3'-f- H «iX«""'-l-«iX9""S 

ovvero 

s= OlX(l-^?-^?'-^■9'+ • •• ■ -»-9""'+9""')- 
Confroatando questa espressione eoa l' altra 



si vede che deve aversi 

i+q-i-q^-hq'-h .... = 



Esempio. Trovare la somma dei numeri 

1, 9, 2', 2*,...., 2". 

Questi numeri formano una progressione per quoriente, 
0 si ha 

. g = 2,. n = ll; 

quindi 

^ gli 1 

S = \ ^ = 2"— 1 = 2047. 

Osservo che questo risultato poteva anche ollenerai dal- 
l'identità dimostrala nell'Osservazione IT. 
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Itimite della somma dei termini di iioa ptogreisioae per 
quoziente I quando il numeio di questi termini aumeotB 

iadefiuitameutG. 

374'. Sieno a il primo termine e 5 la ragione di uoa 
progressìoue per quoLieole 

H 0 : axq : 1X9' : «X9' ■ • • -, 

che ha un numero illimitato di termiai. Ci proponiamo 
.di determinare come varia la somma degli » primi ter- 
mini di questa progressione, quando il numero n au- 
menta indefinitamente. Questa ricerca si fonda sui due 
teoremi segueali, 

375'. Teorema I. Le potensesueeessive di tm nume- 
ro q maggiore di 1 crescono indefinitamente e possono 
divenir maggiori di qmlunq^^e numero dato. 

Poiché si ba 9^1, se ne deduce 

Poniamo inoltre 
avremo ' . 

e a più forte ragione > 
,'-,•>'. 

Sommando tutte queste relazlooi fra loro, si ha 
,»-l>mX'; 



«">l-HBXfc. 

Dunqne, perchè 9" superi noa quantità data b, basta 
prendere m in guisa tale che si abbia 



Esempio. Sì voglia che sia 3">10000. Essendo 

^=1=^, basta fare in=5000. 
0 z 

376*,TEOaEMA il. Le potenze successive di wt nume- 
ro q minore di 1 diminuiscono indef^itammie, epos- 
sono divenir minori di qualunque numero dato. 

Essendo ?<!, se ne deduce 

Ora vogliamo determinare un numero in In modo 
che da 

9"<ft. 

essendo h un numero qualunque. È chiaro che si ha 
^]>g; e poiché ^ è un numero maggiore di 1, pel 
teorema precedente A dovrà fare 

1-1 

9 



Si voglia che Bia ^-^j"<0j0001, Bàrà 



gX(l-t) ^ SX0-9!l!'9 _i 
l'X(.i-ì) 0,0OUlXi 
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377'. Riprendiamo adesso la progresaione illimitata 

H a : «x? : <»X9* : «x?' 

e iadichiamo con S la somma degli n primi termini. 

1°. Se 1, i termini della progressione crescono 
al di lì di qualanque lìmite; per consegnensa 5 cresce 
anche al di là di qualunque limite, quando n aumenta 
indefinitamente. 

%°. Se 9<1, Shaper valore 

1-9 ' ^ 



Ora, il fetore q" si avvicina indefinitamente a zero a 
misura che n aumenta ; dunque la quantità i—q' si av- 
vicina indefinitamente a 1, e per conseguenza S ha per 
limite -3 Da ciù si deduce che: 

La somma degli n primi trnnini di ima progres- 
sione per quosiente deeresoente ha per limite il primo 
termine divìso per V unità meno la ragione, quando 
l'intero n aumenta indefinitamente. 

Esempio. Trovare il limite della somma dei ter- 
111 

mini della progressione 1, —, . . . , la cui ra- 

gione è 

Per questo Umile si trova o 2, 

3Ì8'. 0na flrazlone decimale periodica semplice è la 
somnm dei termini di una progressione per quoziente, 
decrescente e illimitata. 

lafìtttì, è chiaro che indicando con ni it numero 
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delle cirre del periodo, e con k il numero intero cbe rap- 
presenta il periodo, una frazione decimale periodica 
semplice è rappreseotala ia generale da 

10" ^10*=^ 10»" 

Or questa è la somma dei termini di una progreBsione 
per quoziente decrescente, 

"lO-'ì^- i«» ' 

la cui ragione è 

Quindi il limile S di quella somma sarà dato da 

k 

10" _ k 

10"'— 1 ~ÌÓ"'— 1" 
10'" 

Ma il denominatore di questa frazione è un numero 
composto di tanti 9 quante unità contiene m, ed m con- 
tiene tante unità quante sono Je cifre del numero k; dun- 
que il limite di una frazione decimale periodica semplice 
6 una frazione ordinaria cbe ba per numeratore le cifre 
del periodo, e per denominatore un numero composto 
di tanti 9 quante sono le cifre del periodo; io che è pre- 
cisamente il risultato ottenuto nella teoria delle frazioni 
decimali periodiche. 

I. Quali sono le progressioni per differenza in eoi la 
somma di due termini qualunque fa parte della progressio' 
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ne; e quali te progressioni per quoziente in cai il prodotto 
di due lenniiii f;i parie della progressione? 

II. Se in una sene di numeri ciascuno è la semisomma di 
quelli fra i quali è compreso, questi numeri forraaDo udb 
progressione per dilTereDia, e se ciascuno è medio propor- 
zionale tra i dae che lo compreodooo, essi formano una pro- 
gressione per quoziente. 

III. Quali sono le progiWBÌoni per difibrenza in cui Ti 
ha nn rapporto lodipendente da h tra la somma d^Ii n pri- 
mi termini e la somma degli n segoenli? 

IV. ^i, e possono far parie di una slessa pro- 
gressione per differenza o per quoziente? 

V. Se si prende la serie dei numeri impari i, 3, 6, 7, .... 
e si separa in classi di cui la prima abbia an termine, la se- 
conda due lermini, la lerza Ire ec, la somma dei termini di 
una slessa classe è un cubo. 

VI. Se si considera la serie 1, 2, 4, 0, 8, iO..„, la somma 
degli n primi termini è impari, e aumentala degli n — 1 nn- 
meri impari seguenti, dn un cubo. 

VII. In una proi>rGssione geometrica di sei termini, la 
dilferenza dei termini estremi è maggiore del Sestuplo della 
differenza dei lermini di mezzo. 

Vili. Se si sommano termine a termine due progres- 
sioni geomeirìche che non hanno la stessa ragione, i resul- 
tati non formeranno una progressione, ma ciascun termine 
potrà dedursì dai due precedenti, moltiplicandoli per nu- 
meri costanti e addlsionando i prodolli. 

IX. Si formi una serie di temUni tali che ciaBoano sìa 
la semisomma dei precedenti; conoscendo i due primi ter- 
mini di quBsla serie, trovare a qual limite ci si aTvìciaa al- 
lorché se ne forma an numero di più in pià grande. 

X Sia AS una lìnea qualunque, e sicno C il suo punto 
di mezzo, 

2 c Ègf u b 

9 il nesio di CB, S il meuo di DC, F il mezzo di ED, 
O il meuo dì e cosi di seguito fino all'infinito; prorare 
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«he i ponti C, JD, JS, F, fi.siavvicioanoaempcepiàal terzo 
4iAB coininciando dal ponto B. 

XL Trovare ìE limite' della somma delle frazioni 

J_ A J_ J_ ^ 

2 4 8 16 "'^ 32 *^ ' 

di cui i numeratori formano una progressione per differenza) 
e i denominatori una progressione per quoziente. 

XII. Si formi la serie dei numeri 

1, 3, 6, 10, IS, 21, ec, 

tali che la differenza di dae termini consecativi aumenti 
. conti nnam ente di ana unità: trovare la somma degli n primi 
termini di qnesla serie. 

XIII. Se in una progressione per differenza Ire termini 
conSecolivi sono numeri primi, la ragione è dividbile per 6, 
a meno che il primo di questi termini non sia 3, Se ve n'è S, 
la ragione è divisibile per 30, purché il primo di questi ter- 
mini non sia S; e se ve n'è 7, essa- è divisibile per 210, 
purché il primo termine non sia 7. 

XIV. In una progressione per quoziente di cui il nu- 
mero (lei termini è impari, la somma dei quadrati dei ler- 
mini è uguale alla somma dei termini molliplicala per l'ec- 
cesso della somma dei termini di posto ìmpari, sulla somma 
dei termini di posto pari. 

XV. Se n è un numero primo con la ragione di nna 
progressione per difTerenza di cui i termini sono interi , divi- 
dendo n termini consecutivi per n, si otterranno per resti 
tntli i numeri 1, 2, 3, . . . . n — 1. 

XVI. La durala dell'anno supera 368 giorni, ed é per que- 
sta ragione che ogni quadro anni s'intercala on seS"» giorno 
(anno bisestile] ; questo 366'^* giorno è soppresso ogni 100 anni 
e ilslabllito ogni 400 anni: provar^ che se si seguisse indeO- 
nitamente la stessa legge, cioè, ae sì togliesse questo giorno 
tutti 1 100*ann! per nmetterlo ogni 4X100' anni; e se si 
sopprimesse ogni 100* anni per rimetterlo ogni 4X100* an- 
ni ec; dopo on gran nomerò d'anni ciò tornerebbe lo slesso 
che aggiungete 8 giorni ogni 33 anni. 
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XVII. Dne corrìfliì A e B segnano nna' sfessa linea 
rella: A è 240" indielro, ma va due yoite più veloce; pro- 
vare che per incontrare B dovrà fare nn cammino egnale 

2*0 240 2M , , 

a34IK-i — - — \-— — e calcolare questo cammino. 

XVin. La prodaeione del ferro in Francia è stata,' nel 
1826, di llSeSSO q. m.; nel IM? si elevava a 3601901 q. m.; 
calcolare 11 suo valore nel 1838, sopponendo l'aomenlo 
eguale per ogni anno. 
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379. Abbiansi due progressioni crescenti e iode&nife, 

77 1 , 

V 0 . r . 2r . 3r . 4r , 

una per quoziente che comincia eoo 1, l'altra per dif- 
ferenza che comincia con zero. 

I lermiiii della progressione per differeuza si chia- 
mano i logarilmi dei termini del medesimo posto nella 
progressione per quoiiiente. 

Le due progressioni di cui si tratta costituiscono un 
sistema di logaritmi, e sono sottoposte alla sola condi- 
zione di cominciare la prima con 1, la seconda con zero. 

Osservazione. II logaritmo di un numero conside- 
rato Isolatamente è aO'atto arbitrario. Se si domanda: 
qual è il logaritmo di 3? questa questione non ha si- 
gnificato finché non si sono scelte le progressioni clie 
definiscono il sistema di cui sì vaol parlare. . 

380, Dalla deBDizIone precedente sembrerebbe ri- 
sultare che, scelte le dne progressioni che definiscono un 
Astenia di logaritmi , i numeri che non fiEUino parte della 
progressione per quoziente non abbiano logaritmi; ma 
è facile vedere come, rendendo più generale questa de- 
finizione, si è condotti a riguardare claBcun numero 
maggiore dell* nnit£- come avente un logaritmo. 

Supponiamo che tra due termini consecutivi dì eia- 
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scuoa delle progressioai date s' inserisca uno stesso Da- 
merò di medi. Si olterranno [(3S^), (365)] due oDOve 
ppogressioni nelle quali ! termini della progressioni pri- 
mitive si corrisponderanno ancora, e i termini nuova* 
vameote IntrodoiU nella progressione per qnodente, 
avranno per logaritmi i termini dello stesso posto intro- 
dotti nella progressione per dififerenui. 

381*. OssEBTAzioNE. Perchè la definizione tlat8(378) 
sia ammissibile, bisogna mostrare che se si può introdurre 
un numero nella progresslDne per quoziente inserendo tra 
ciascun termine e i) seguente un certo numero di medi, 
e se si può anciie introdurlo inserendo un altro numero 
di medi, si troverà nei due casi lo slesso logaritmo. 

Supponiamo che il numero N essendo stato intro- 
dotto nella progressione per quoziente mediante l'inser- 
zione di p — 1 medi tra ciascun termine e il seguente, 
si sia trovato n per suo logaritmo; e che questo stesso 
numero essendo slato introdotto mediante l' inserzione 
di p' — 1 medi, si sia trovato n' per sno logaritmo. Dico 
che si ha n' ~a. 

Infatti, se, dopo avere inserito p—I medi tra cia- 
scun termine di ciascuna progressioue e il seguente, 
s'inseriscano p' — 1 medi tra i diversi termini delle nuova 
progressioni ottenute, si sarà nella stesso caso che se si 
fosEUero inseriti fin dal principio p'X^—l medi tra i di- 
versi termini delle progressioni primitive. Dnnque me- 
diante l' inserzione dì pXp'—i. medi , si trova n per lo- 
garitmo di iV. Al modo stesso, se, dopo avere inseri- 
to ^ — 1 medi Ira ciascim t«-miae di ciascuna progres- 
sione e il seguente, s'inserìscano p — t medi tra 1 di- 
versi termini delle nuove pr<^re&«oni ottenute, si sacà 
nello stesso caso che se si fossero inseriti Qa dal prin- 
cipio pXs^—i medi tra i diversi termini delle progres- 
'oni primitive. Dunque, inserendo — 1 medi si iro- 
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va n' per logaritmo di If. Da ciò risolta evidenlemente 
che n' = n. 

382. Osservazione. Se si calcolano dei logaritmi in- 
serendo UD cerio Dumero di medi tra i termioi consecutivi 
delle due progressioni, poi che se ne calcolino altri, in- 
serendo un altro numero di medi, questi diversi loga- 
ritmi possono essere oonsideratt come facenti parte di 
uno stesso sistema (367). Questa osserratloDe prova che 
i kgaritml si possono calcolare ìndipendentemmle gli 
udì dagli altri , senta obbligarsi ad inserire coslanle- 
mente uno stesso numero di medi in tutta la serie delle 
due progressioni. È sufficiente che il numero dei medi 
inserito sia lo stesso tra i lermii^ corrispondenti. 

383, 1 numeri i cui logaritmi sono definiti nei para- 
grafi precedenti crescono per gndl'viciDi quanto tà Toole. 
Tuttavia se ci si limitaaee a questa deSoiiione, una in- 
iinità di numeri dovrebbero essere riguardati come non 
aventi logaritmi. Si sa per esempio die, qualunque sia 
il numero dei medi ioseriti nella progressione per quo- 
ziente HI r *00 ; . , . . , ninno di questi medi è 
commensurabile. Al contrario, tutti i numeri commen- 
Euraiiilì possono introdursi nella progressione per diOe- 
rcDza f 1 . 2 . 3 . i . . . da cui resulla che i numeri 
commensurabili che non sono interi, sono tutti logaritmi 
di numeri incommensurabili. 

384.*. Quando un numero non può essere introdotto 
nella progresHone per quoziente, il suo logaritmo si de- 
finisce nel modo seguente. 

Si chiama logaritmo dì un numero JV che non può 
essere introdotto nella {wogressione per quoziente me- 
disDte r Inserzione di medi, on numero maggiore àei 
logaritmi dei numeri iafwiori a N, capaci di essere 
introdotti mediante l' lagerzioi» d^ nedi , e minore 
dei logaritmi dei numeri superiori a if. capaci egual- 
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mente di essere introdotti mediante l' inserzione dei medi. 

Questa definizione permeile di assegnare due nu- 
meri che comprendano tra loro il iogarilmo dì N, e la 
cui differenza sia piccola quanto si vuole ; per coose- 
-guenza, essa permette di formare dei valori successivi 
che sì avvicinano indefinitamente a questo logaritmo. 
InTatti, immaginiamo che s' inseriscano p—1 medi per 
quoziente tra ì diversi termini della progressione per 
quoziente, e p — 1 medi per dìfTerenza tra ì diversi ter- 
mini della progressione per diOerenza. 



le nuove progressioni ottenute. Per ipotest, N non 
&rà parte della progressione per qooziente, ma sarà 
•compreso tra dae termiai eonsccntlvl, giacché (STT) la 
ragione ^ essendo maggiore di 1, 1 termini finiaconD 
per divenire maggiori di qualunque DUmero dato. Sie- 
HO }^ e 5*" 1 termini tra ì guali JV è compreso; i lo- 
^aritmi di questi due numeri sono tV e (i'hiy e hanno 
per differenza K Dunque, per definizione, il Iogarilmo 
■dì iV è compreso tra ir' e (i-hiy. Per conseguenza, 
prendendo invece di questo logaritmo l' uno o l' altro di 
questi due numeri , l' errore commesso sarà numero di r*. 
X)ra sì ha (353) 



« SI pu6 prendere p tanto grande che — sia minore dì 

P 

qualunque numero dato. 

11 logaritmo di un numero s' indica ponendo le ini- 
ziali 7ojr a sinistra di questo numero. Cosi fdjr iV rappre- 
senterà il logaritmo di iV. 



Sieno 



T O.r'.a/.Sr' ir" . {i+iy. . . , 
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Vroprietfc dtti logaritmi. 

385. Teorema I. Il logaritmo del prodotto di dm 
fattori è la somma dei logaritmi dei fattori. 
Sieoo 

■f 0 . r . 2r nr mr (m+»)r 

le due progressioni che definiscono un sistema qualun- 
que di logarilmi. I termini della prima sono le potenze 
della ragione q; quelli delia seconda, i Riultipli della ra- 
gione T. 

Ciò posto, consideriamo due termini della progres- 
sione per quoziente, 9" e 9" per esempio; avremo 

log 9" = iHP, log 9" = nr. 

D' altra parte, il prodotto ^"X?"» 0 S"*"? è il ter- 
n^e della progressione per quoziente che è preceduto 
da tR+n termini; quindi si ha 

log (/"X'/" — ('"+")'■ — iiir-i-»!r, 

ovvero 

log trXf = log (t+iog 

386'. La dimostrazione precedente suppone che i nu- 
meri considerati facciano parte della stessa progressione 
per quoziente. Essa è in difetto per i logaritmi incommen- 
surabili degniti (38.'i). Per dimostrare che in questo caso 
la proposizione è ancora esalta, indichiamo con A e B 
i due numeri, di cui uno almeno non può essere intro- 
dotto nella progressione per quoziente. Inseriamo p— 1 
medi tra i diversi termÌDi di ciascuna progressione. 
Sieno A', A" i due teriDlni consecutivi della nuova pro- 
gressione per quoriente tra i quali A è compreso ; sia- 
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no ff e ff' quelli fra i quali B fi comprcM. n prodot- 
to -IX* sarà compreso tra A'X^' e ■^^X^'i 8 ^ ^^'^ 

log AXB> log A'X*', Jog AXS <foS ^"X»"» 
logA+hg fi>Iog A'+log ff, logA-i-log B<JogA''-hlogff'. 

D' altra parte 

logA'XB'=logA'-i-logB' e l0gA''XB'=plogA''-+logB"; 
dunque 

ìogAy.B e hgA-hhgB 
BOQO compresi l' uno e ? altro tra 

log A'-hlog B' e log A''-ì-b>g B'.. 
La dlfTerenza tra queste due somme è 
log A!'— log A'-ì-log B'~log B'; 

ora ìiogA''-^À!=:^ÌogB'-AogB'=^ <38S.); qiii^ 

quella differenza è eguale a — . Si può dunque sup- 
porre p abbastanza grande perohè la detta differenia sia 
minore di qualunque numero dato. Da ciò risulta che 
non può esservi alcuna differenza assegnabile tra ì dq- 
meri AXB e log A-i-iog B. 
Per censegaenza d ha 

logAXB = logA+l6gB. 

387. Osservazione. TI teorema precedente rf appRea 
a un numero qualunque di fattori. Abbiasi, per eaempio, 
un prodotto di tre fattori aX^'X^. al evidentemente: 

tog (aXbXc) - iog («X*)Xe = tos(aX6)-H% e 
=:log o+tog b-i-log c. 
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388. Teorema II. // ìor/aritmo di ma poienta di 
■un numero è vfjuale al prodoilo del logaritmo del nu- 
mero per V esponente della potenza. 

Questo teorema è uoa conseguenza dell' osservaziODe 
precedente. Sia, infatti, a* la potenza considerata, si ba 
log a' ~ log ay^ayC.ayC^a = log a+ log a+log a-hhg a 
— 4 log a. 

La dimostrasione ai applica evideolemente qualun- 
C[n Bla t* esponente ; e quindi gi ha in generale 
log a" = m log a, 

qualunque sia m. 

389. Teorema tll. Il logaritmo del guosiente di 
due numeri i eguale al logaritmo del dividendo meno 
quello del divisore. 

Sieno 0 e 6 i due nameri. Si ha identicamenle 
a= — X&> da cui ìoga = log — -hlogb, 
e par coosegueDU 

log ^log a— log b. 

Osservazione. Nel teorema precedente si sup- 
pone che il quoziente ~ sia maggiore di 1 , giaccliè 1 
logaritmi dei numeri maggiori di 1 sono i soli cbe sieno 
stati definiti. 

390. Teobeha IV. /; logaritmo della radiee di un 
numero è uguale al logaritmo del numero diviso ;per 
l'indice della radi^. 

Consideriamo la radice m"^ di un numero a. Si ha. 
identicamente. 

(y a)" = 0, da cui m log v/a = tog a , 
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e per conseguenza 

301. OssEivvAZiONF,. 1 quaffPo teoremi precedenti 
moslrano che una mollipliciizione può essere sostituita 
dall' acliJiiione di due logaritmi; una divisione dalla sot- 
trazione di due logaritmi, c iniìne l'estrazione di una 
radice d'ordine qualunque, dalla divisione del logaritmo 
del numero per l'indice della radice. Ma per trarre pro- 
fitto da queste sempliGcaìionì, bisogna saper trovare 
□elle tavole il logaritmo di un numero dato, e il numero 
corrispondente a un logaritmo dato. 

Dìipoitiìotie delle tavole dei logaritmi di Callet. 

392. La Bola ispezione di un numero fa conoscere la 
parte intera del suo logaritmo. Cosi i numeri di dae ci- 
fre compresi fra 10 e 100 hanno logaritmi compresi 
tra 1 e 2, di cui la parte Intera è 1. I numeri di tre ci- 
fre compreù fra 100 e 1000 hanno logaritmi compresi 
tra 3 e 3, di cai la parte intera è 2^ e in generale, an 
namero di n cifre, essendo compreso tra 10*^' e ICV, 
il sao logaritmo è compreso tra n— 1 e n, e la san 
parte intera è per coosegueaza n— 1. 

Giovandosi di questa osservazione si è fatto a meno 
di porre nelle (avole ia parte intera, o come spesso si 
chiama, la caraileristicn dei logaritmi. 

303. La prima tavolaè semplicissima: essa contiene 
i numeri naturali da 1 fino a 1900, disposti secondo il loro 
ordine in più colonne, a capo delle quali si vede la lette- 
ra JV, iniziale della parola numero; accosto e alla destra ^i 
queste colonne se ne vedono altre, a capo delle quali è 
scritto Log., iniziali della parola logaritmi; di modo che 
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ciascDlìa colooaa di numeri è ìmmedialamente seguila 
da una coIoana di logarilmi, e ogni logarittno è posto 
alla destra del numero al quale appartiene. Si è trala- 
sciato di scrivere la caratteristica, perchè si conosce 
facilmente alla sola ispezione di un numero. 

Questa tavola è cliiamata ClnUade I, perchè infatti 
contiene i logiirilmi dei primo migliaio. (Ch'iliade è pa- 
rola derivata dal greco, che significa riunione di mille 

tiDìti:i.) 

Le tavole seguenti sono un poco meno semplici della 
precedente; esse si estendono da 1020 fino a 108000. La 
prima colonna verso la sinistra, segnala N, contiene i nu- 
meri naturali da 1020 fino a 108000. La colonna seguen- 
te , segnata 0, offre i logaritmi che appartengono a questi 
numeri; di modo che l'insieme di queste due colonne 
forma il seguito della prima tavola, e dà immediata- 
mente i logaritmi dei numeri da 1020 fino a 108000. 

Osservando la colonna segnata 0, si vedranno verso 
la fiiaistra di qoesta colonna certi numeri isolati di tre 
cifre l'uno, che amnenlano sempre di una unità, e che 
non sono a distanze eguali Tra loro; e verso ta destra della 
stessa colonna numeri di quattro cifre, i quali non 
lasciano intervallo fra loro; io guisa che si potrebbe 
■credere che taluni logaritmi non abbiano che quattro 
cifre, mentre altri ne hanno sette. 

Wa afiìnchè non vi sia errore osserviamo che ogni 
numero isolalo si considera come scritto al di sotto di 
se stesso, e dirimpcllo a ciascuno dei numeri di quattro 
cifre che sono niella medesima colonna; quando dun- 
que non si trovano di fronte a un certo numero che quattro 
cifre nella colonna segnala 0, bisogna scrivere verso la 
sinistra di queste ijuiitlro cifre il numero isolato di tro- 
cifre che si trova al disopra di esso. Al di là di 10000 t 
numeri isolali hanno quattro cifre. 
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' Quando due numeri sono decupli V uno dell' altro, 
i loro logaritmi hanno per dilTerenza il logaritmo di 10 
cbe è 1 1 e per conseguenza ]a loro parte decimale è la 
stessa; cosi l'insieme delle due prime colonne, di cui 
abbiamo parlato, d£t anche di dieci in dieci i logaritmi 
dei numeri compresi tra 10200 e 108000. Per trovare i 
logarUmi inlt-rmudi, bisogna ricorrere alle colonne se- 
gnate 1, 2, 3, h ec. Queste colonne contengono le quattro 
ultime ciTre decimali dei logarilmi dei numeri termi- 
nati dalle cifre che sono all'estremili superiore di queste 
colonne. Così la colonna segnala zero oonti'.'ne le quat- 
tro ultime cifre decimali dei logaritmi dei numeri com- 
presi tra 10-200 e lOSOOO clie sono terminali da uno zero, 
e inoltre i numeri isolali di cui abbiamo parlato, e che si 
considerano anche posli alla sinistra delle ciTrc clic con- 
tengono le altre colonne. La colonna segnala I contiene le 
quattro ultime cifre dei logaritmi di tulli i numeri ter- 
minali da 1; la colonna segnata 2, quelli di tulli i nu- 
meri terminati da 3; la colonna sej^nala 3, quelli di 
tutti i numeri terminati da 3; e così di seguito sino a 9. 
Con questo mezzo si ha una tavola a doppia entrala, 
nella quale si comincia per consultare la prima colonna 
segnata e quando vi ei sono trovate le quattro prime 
cifre del numero di cui si vuole avere il logaritmo, si 
segue con l'occhio la linea sulla quale si trovanOf sino 
a che si giunga alla colonna all'estremità superiore della 
quale si trova TuIUma cifra dal numero dato; allora si 
hanno sotto gii occhi le quattro ultime cifre del loga- 
ritmo cercato. Le tre prime sono date dal numero isolato 
che si trova plii vicino e al disopra di esso nella seconda 
«olonna. 

L'ultima colonna contiene le differenze di due lo- 
garitmi consecutivi e le parti di queste differense, cioè 
i prodotti di queste stesse dilTcrenze moltiplicale per 
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io' 10' Io'""' ^ IO' prodotti formano 

tante piccole tavole quante differenze \i sono. Ciascuna 
di queste piccole tavole si trova posta immediatamente 
al disotto della dilTerenza di cui essa iodica le parti. 

Ha siccome verso il principio delle tavole questo 
differenze sodo troppo numerose, e per cons^uen^ 
troppo vicine le une alle altre, non sarebbe stato possi- 
bile, quando avessero occupata una sola colonna, porre 
te piccole tavole delle parti nel!' intervallo che si sarebbe 
trovato tra loro. É per questa ragione che ai sono disposte 
prima sa due colonnel la prima di queste differenze oc- 
cupa la prima colonna; le due seguenti, senza uscire 
dalla linea orizzontale ove esse debbono essere situate , 
sono respinte a destra e occupano la seconda colonna; 
le due difTerenze che seguono si trovano sulla prima co- 
lonna, e le due seguenti sulla seconda; così di seguito. 
Kelle prime quattro pngini non si sono poste le tavole 
delle parti di queste dilTerenze che di due in due. 

Per rendere queste spiegazioni più chiare, ripro- 
durremo una delle pagini delle tavole di Collet. 
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' - Via delle tavoi* dei logaritmi. 

" 394, Problema I. Trovare il logaritmo di un nu- 
mero qualunque mediante le tavole. 

Qualunque sia il posto che occupa nella serie de- 
cimale la prima cifra significativa di ua namero, lo con- 
sidereremo in prima come se fosse intero, e poi daremo 
al suo lògaritmo una caratteristica GonTeniente. 

Primo caso. -~ Se il numero dato è minore di ISOO, 
lo Iroveremo nella prima ctiiliade, tra i numeri naturali 
che Eono in alcune delle colonne segnate JV. Il numero 
olle troveremo alla sua destra, sulla medesima linea e 
nella colonna seguente, segnata log., sarà il suo loga- 
ritmo, dopo che gii avremo aggiunta la caratteristica 
che conviene a questo logaritmo, la quale è sempre 
eguale a 0, 1, 2, 3, 4, ec., secondo che la prima cifra 
signiDcativa del numero esprime unità semplici, decine, 
centinaia, migliaia, ec. 

Secondo caso. — Se il numero dato è compreso 
tra 1020 o lOSOO, lo cercìioremo nella tavola che segue 
la prima chiliade, c avendolo trovato nella colonna iV, 
consulteremo la colonna seguente segnata 0. Se accanto 
al numero naturale vediamo sette cifre, avremo subito 
la parte decimale del logaritmo cercalo ; ma se troviamo 
Bolamente quattro cifre, avremo le quattro ultime cifre 
della stessa parte decimale; poi osserveremo che alla 
loro ^Distra vi ha un margine o spazio bianco; percor- 
reremo questo margine andando verso l' estremità supe- 
riore della tavola, e il primo namero di tre cifre .che 
incontreremo, darà le tre prime cifre della frazione de- 
cimale del logaritmo cercato. Scrivendo dunque questo 
' numero alla sinistra delle quattro cifre che già ab- 
biamo trovato, avremo un numero di sette cìlì'e come 
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sopra: infine vi uniremo una caralteristica conveniente. 
Per esempio vicino a 7G80 trovo 83536J2 sulla slessa 
linea e nella colonna segnala 0; ho dunque ad un trailo 
la parie decimale del logaritmo che cerco; altro non mi 
resta che unirvi la caratteristica 3, Se il numero fos- 
se 7,680, la caratteristica sarebbe zero; sarebbe 1 se il 
numero fosse 76,80; 2, se fosse 768,0. Vicino a 7695. 
nella colonna segnata 0, trovo solamente 2086; per- 
corro 11 margine, e il primo numero che trovo salendo 
è 886 ; dunque il logaritmo del numero proposto 
è 3,8862086. Se il numero avesse cinque cifre e fosse 
minore di 10800, il suo logaritmo si troverebbe nello 
stesso modo. 

Ttrzo caio. — Se il numero à compreso tra 10200 
e 108000, cioè se ha ùnque citta fiignìflcativst noa fa- 
remo conto per oa momento dell' dlima, e cercbraemo, 
come sopra, il numero formato dalle quattro prime. 
Seguifemo con l'occhio la linea sulla quale l'abbiamo 
trovalo, percorrendola da sinistra a destra sino a che 
giungeremo n^Ia colonna all' estremità superiore delta 
quale è scritta la quinta cifra cbe abbiamo lasciata da 
parte. Le qnatlro cifre che si trovano contemporanea- 
mente nella linea delle quattro prime cifre del numero 
dato, e nella colonna che corrisponde alla quinta, 
esprimeranno le (juatlro uliime cifre decimali del loga- 
ritmo dì questo numero. Le tre prime cifre si troveranno 
come sopra. Proponiamoci per esempio di trovare il lo- 
garitmo di 772,37; cerco 7723 nella colonna segnata N; 
accanto nello spazio bianco non trovo nulla, ma un poco 
più alto trovo t)87 in questo margine; percorro la linea 
del numero 7723 e mi arresto alla colonna segnala 7, 
sulla quale e nella linea di 7723 Erovo S25'*. La parte 
decimale del logaritmo del namero proposto è dun- 
que Ossasi, e questo logaritmo 6 2,887825^ Se il 
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numero fosse compreso Ira 102000 e 108000, il suo lo- 
garitmo si troverebbe al modo stesso. 

395. Le spiegazioni precedenti danno il mezzo di trO' 
vare il logaritmo di un numero intero minore H 108000 
e quello di un numero decimale, le eoi cifre, senza tener 
conto della virgola, esprimono un numero inrerlore a 
questo limite. Per trovare il logaritmo di on numero che 
oltrepassa questo limite, separeremo alla sinistra di 
questo numero , mediante una virgola, tante cirre quante 
ne bisognano per formare un numero minore (li 108000 
e grande quanto più è possibile. Il numero proposto 
prende allora la forma di un numero decimale. Indi- 
chiamo con n la parte intera, con d la parte decimale; 
e sieno l la parte decimale del logaritmo di n e 5 la 
differenza dei logaritmi dei numeri n ed n+1. Stabili- 
remo la proporzione 1 | d ; ; 5 ; a:, da cui a: = d'xS. Il 
valore di x rappresenta ciò che bisogna aggiungere ad l 
per avere la parte decimale del iogarilmo di n-hd che 
è anclie quella del ìogaritiiio del numero dato. La ca- 
ratteristica si determina nel modo detto innanzi. 

La regola precedente si l'onda sul seguente princìpio ; 

Se ad un numero N si danno successivamente due 
piccoli accrescimenti, il rapporto di questi accrescimenti 
è eguale al rapporto degli accrescimenti corrispondenti 
del logaritmo di N. 

Questo principio non è rigorosamente esatto, ma 
si dimostra, mediante considerazioni che non possono 
essere sviate in questo trattalo, che l'errore risultante 
dalla sua appliearioos Doa pab in gener^e avere io- 
flueDia sulla settima cifra decimale ^del logaritmo che si 
calcola, purché, come noi lo supponiamo, l pienti ac- 
crescimenti del numero noft eccedano una uniti, e che 
questo numero sia. alaiea» eguale a -10000. 

Potremo fare a meno di formare direttamente il 
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prodotto dy(.S ; infoiti i prodotti dì S per ciascbedana 
delle cifre di d si trovano nella piccola tavola delle parli 
cbe è posta immediataaiente al di sotto di questa diffe- 
renza neir ulllma colonna a destra. 

Esempio. Vogliasi trovare il logaritmo del nume- 
ro 76807753. 

Si ha «=76807, d = 0,753. SÌ cerca il logarilmo 
di n, e si trova per la sua parte decimale il nume- 
ro / = 0,8854008. La parte decimale del logaritmo 
di n+i, cioè dì 76808 è 0,8854065; la differenza fra 
questo logarilmo e quello di n è 3 — 57 dieci milione- 
simi; dunque x=^dy.B =0,753X57. 

Nella moltiplicazione di 57 per 0,753 dovremo 
prendere la sola parte intera del prodotto, giacché la 
parte decimale esprimerebbe ul più decimi di unità del 
settimo ordine, cioè uDlfà dell'ottavo ordine, che tra- 
scuriamo nel valore dei logaritmi. 

Per moltiplicare 57 per 0,753, lo moltiplicheremo 
successivamente per 7, 5 e 3; questi prodotti li tro- 
viamo già calcolati nella tavola posta al di soUo di 57 
nell'ultima colonna a destra, ove sono ridotti alle cifre 
che si debbono conservare, supponendo cbe il mol- 
tiplicatore esprima decimi. Cosl,accantoa7 si trova 
invece di 39,9 che sarebbe il prodqtto esatto ; accanto 
a 6 si trova 39 invece di 28,5; accanto a 3 si trova 17 
invece di 17,1. Nell'esempio altoale, 5 esprimendo cen- 
tesimi, il prodotto «corrispondente sarà 3,9; 3 esprimendo 
milleBimi, il prodotto corrispondente sarà 0,17. 

Il valore di se, 57X0^753, sarà quindi 40+2,9+0,17, 
ovvero k3fn, al quale sostituiremo 43 ; e per avere il lo- 
garitmo domandato dovremo aggiungere al logaritmo 
di 76807, &3 unità del settimo ordine; e quindi , osser- 
vando che il numero proposto ha otto cifre, il suo lo- 
garitmo sarà 7,8864051. 
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11 calcoiu si dispone nel modo seguente: 



log 7C807 0,8854008 

Per 0,7 4 0 

Per 0,05 2 

Per 0,003.... 



9 

17 



log 76807 733. . . . 7,8854051 

Esempio II. Vogliasi trovare il logaritmo dì 
-510878932. Operando come si è indicato, troviamo 



log 510 8 7 8 9 32. . . S , 7 0 8 3 1 S 0. 

Da questo esempio si vede che il valore delle due ul- 
time cirre del numero dato non iia alcuna inOueuza sulle 
prime Bette cifre decimali del suo logaritmo. In gene- 
rale, quando dovremo separare più di tre cifre alla 
destra del numero dato perchè la parte a sinistra non 
superi 108000, potremo considerare eguali a zero le cifre 
che segaODO la tersa. 

396. Problema II. Trmara il mmero eorrispm- 
dente a vn logaritmo dato. 

Primo caso. — Se il logaritmo è tra quelli della 
prima cbiliade, troveremo immediatamente il numero 
corrispondente nella colonna segnata If che precede 
immediatamente quella che contiene il logaritmo dato, 
e nella stessa linea di questo logaritmo. 

Secondo caso. — Se il logaritmo non si trova nella 
prima tavola^ cercheremo le prime tre cifre decimali 
dì ([uesto logaritmo tra i numeri isolati che si vedono 
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Della colonna segnata 0, e avendole trovale , cercberemo 
le quattro ultime cifre del logaritmo tra 1 numeri di 
quattro cifre che sodo al di Botto in questa stessa co* 
loDoa. Se troviamo queste quattro ultime cifre, il no- 
merò cercato sarà nella colonna segnata N, e nella loro 
linea. 

Te/'ro caso. — Se nella colonna segnata 0 non si 
trovano le quattro ultime cifre del logaritmo dato, ci 
arresterei^o a ijuelle die ne approssimano più in mC' 
no; seguiif^o la lìnea sulla quale ci saremo fermati. 



percorrendola .da sinistra verso destra; e se in questa 
linea troviamo le quattro ultime cifre del logaritmo da- 
to, guarderemo l'eslromilà superiore o inferiore della 
colonna, nella quale le abbiamo trovate; la cifra che 
troveremo in queste'-^st remila sarà la quinta cifra del 
numero cercato, le cui prime quattro si troveranno come 
sopra nella colonna segjiata jV. 

Vogliasi per esempio trovare il numero corrÌe|ioii- 
denle al logaritmo 3,8871276. Cerco 887 tra i nomeri 
isolati della coIODDa segnata 0; percwro U medesiaia 
coIoana andando wrso l'eslremiib Inreriore, e trovo 
che 1107 si approssima più in meno a 1276; segno la 
linea che eomfocia con 1107 e veggo 1276 in questa li- 
nea; all' estremità superiore di questa colonna trovo la 
cifra 3; ritorno a i27C e veggo che la linea nella quale 
è, còrrìsponde al numero 7711 ; scrivo questo numero, e 
alla sua destra la cifra 3 che abbiamo già trovata; e si 
ha 77113, che è il numero che cercavamo. 

Quarto caso. — Se il logaritmo dato non si trova in 
nessuno dei casi precedenti, per avere i! numero corrispon- 
dente cercheremo, come sopra, il logaritmo prossima- 
mente minore. Rappresentiamo con / la parte decimale di 
questo logaritmo approssimato, con « il numero inlero 
corrispondente, con V la parte decimale del logaritmo 
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dato, con S la dlifferenza dei logaritmi di » e di n+1, io 
fine con S' la diOereaza F^l. Stabiliremo la proporzio- 
ne 5 ; 5' ; ; 1 ; a;, da cui a; = — . Il valore di x ridotto 

in decimali è ciò che dovremo aggiungere al numero n 
per ottenere un numero il cui logaritmo abbia la stessa 
parte decimale del logaritmo dato. 

Esempio. Debbasi cercare il numero corrispon- 
dente al logaritmo 4,8870279. Si ba = 0,8870279; 
trovo l = 0,8870262 che corrispondo al numero 
»=:77096, 5 =57 dieci milionesimi, £' = 17 dieci mi- 
lionesimi. Quindi ho a? =-y = ^=0)29; e per conse- 
guenza il numero cercalo è 77095,29. / ^ 

' Le piccole tavole delle differcDze possono i^evolare 
la riduidone in decimali delle frazioni cbe rappresentano 
i valori di a;. Nel nostro caso, consultando la tavola 
delle parti, trovo che a 17 corrisponde 3; si ba dun- 
que g= 0,3. 

Per dare un secondo esempio, supponiamo che si 
voglia trovare il numero corrispondente al logaritmo 
0,4971499. Trovo /=0,4971371, n = 3U15, ! = 138, 

5'— 128. Quindi = Per ridurre in decimali que- 
sta frazione consulto la tavola delle parti e veggo che 
la parte che piti et avvicina a 1&8 è tìk, che corri- 
sponée alla cifra 9. Dunque 

<28_,q ■ lg8-12t _ g W v^oi 



Fra le parU di 198 non trovo i6 ma U che non 
differisce da 40 cbe per un'unità, e che corrisponde 
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alla cirra 3. Fosso dunque prendere 0,3 tavece di -^^t 
e per conseguenza ho, a meno di 0,01, 

ig= 0,9+0,3X0,1 = 0,93. 

Il numero cercalo è quindi 3, 141593. 

Il calcolo si dispone ordinariamente nel seguente 
modo: 

0,4971499 

Per 0,4971371 31413 

1° resto 128 09 

2° resto 40 0 0 3 

numero cercato 3, 1 4 1 5 9 3. 

Ap^taanooì dell* tsoria dei log«iìtmi> 

397. Quando un numero incognito risalta da molti- 
plicazioni, divisioni, estrazioni di radici o elevazioDi a pO' 
tenze effettuate sopra numeri dati, per determinare il 
suo valore, si cerca quello del suo logaritmo, che risalta 
da operazioni molto più semplici. Allorché il logaritmo è 
conosciuto, il numero si determina come si è detto (394). 

398. Osservazione. In conseguenza delle nostre 
definizioni, perchè un numero si possa calcolare per lo- 
garitmi è necessario: 1° che i numeri sui quali si opera 
sieno maggiori di 1; 2° die il risultato dell'operazione 
sia esso stesso maggiore di 1. 

Si può sempre fare in modo che la prima condi- 
zione sia sodisfatta. Supponiamo, ìnratti, che uno dei 
numeri a che si tratta di combinare mediante moltipli- 
cazione, divisione, ec, sia minore di l;8i osserverà che 
la moltiplicazione e la divisione per a equivalgono alla 
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divisione e alla rnoltijjlicazioni! per — , numero mag- 
giore di 1 e che, per conseguenza, ba un logaritmo. 

Si può acche osservare che un numero minore di 1 
pub esser posto sotto la forma , ore a e d indicano 
numeri maggiori di 1; per conseguenza, la moltiplica- 
zione per riduce alla moltiplicazione per a e alla 

divisione per b; similmente, la divisione per ei ri- 
duce alla moltiplicazione per b e alla divisione per a. 

Per sodisfóre alla seconda condizione, se il numero 
da calcolare è minore di 1, si molliplica per una po- 
tenza di 10 il cai esponente n è indeterminato e tal- 
mente grande che il prodotto risulti maggiore di 1, Si 
prende poi il logaritmo del prodotto, si cerca il numero 
corrispondente, o si divide il risultato per 10". 

Esempio I. Calcolare il prodotto 

£r = 3,lU693X0,98696. 

Il moltiplicatore è minore di 1 e pub scriversi sotto 
la forma . Si ha dnnque 

_ 3,141593X9,8696 

^ io i 

e poicliè X è evidentemente maggiore di'l, si ha 
log X = log 3,ll^l593+Ìo9 9,8696—1 . 
11 calcolo si dispone nel seguente modo: 

log 3,14*593 0,4971499 

tog 9,8696 0,9942996 

log X 0,4914495, 

X 3,100628 

21 
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Esempio II. Calcolare il quoziente 
ar = 0,3183098 ; 0,986^6. 

T' 

'} Il dividendo e il divisore sono ealrambi ininori di 1 ; 
moUiplicaadoli l' ano e l' altro per 10, bì Iiu 



~ 9,8696 ' 

e poiché « è < 1, scriveremo 

fl-vifl» — J0''X3.183098 
-g-gggg ; 

da cui 

/off iBX10" = n+iosi 3,183098-/03 9,8096. 
Ecco il modo con cui si dispone il calcolo: 
n-j-%3, 183098 . . n+0,5028&99 
9,8696.... 0,9942996 



%!rXlO" Ti— 1-^0, 5085503 

afXW" 0,32251 52X10" 

m 0, 3225152. 



Esempio UI. Calcolare 1' 



espressione 



Si ha 



^ a» ^ 10000" S. 



_ V/5U3 



V375X10000 . V376XV! 
e quindi 



y375x-^ ' 
da cui 

hg fljXlO- = n - 375+%.^). 
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loooo' 

j i^f^ ^ eguale a k — logèì^ì; si ha dimque 
log lX10"= " — -jC"' 375-Ì09 5112+4). 

L' operazione si dispone nei modo seguente 
n+JiojSllS . . . n+0, 2370440 
j(4+loj376) . . . . 2,19 1 3 487 



lojicXlO"- 



n-2+0,04 5700 3 

0,11 10966X10"" 
0,01110965. 



399." Osservazione. Quando un calcoio esige cliesi 
aggiungano molti logaritmi e elle dalla somma si tolgano 
altri logaritmi, è utile fare uso del complemento aritme- 
tico (205). A noi basterà darne un esempio. 

Calcolare l' espressione 

_ 239 X827X543 
" 76X17 

loj239=2, 3783979 

loj827 = 2, 9175056 

fo5543 = 2, 7347998 
eomlo576 =8,11 91864 
tomlojl7 =8,7095511 



hgx =4,9194407 
' X =83069,32 



Aìifeceiitì nltemi di iogaritlDÌ* 

400. Si possono scegliere a Tolonti due progressioni 
per differenza e per quoziente, ohe comincino l'nna 
par 0, l'altra per l'auità; esse forniranno un sistema 
di logaritui ohe godri di tutta le proprietli dimostra- 
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te (383), Un sistema di logaritmi bì deflnisce ordioaria- 
riamente indicando qaal è il numero che ha 1 per lo* 
garitmo. Questo oamero è detto la base del sistema di 
logaritmi. Questi sistemi io narnero infioitOf sono legati 
gli uni agli altri da una legge semplicissima che risalta 
dal teorema seguente: 

Teorema. Il rapporto dei logarilmi di due nu- 
meri, è lo stesso in tutti i sistemi. 

Siano infatti Ae B due numeri qualunque, ed ~ la 
frazione a termini interi che, nel sistema che ha per 
base Bt rappresenta il rapporto dei loro logaritmi; sì 
avrà 

log A ni 

hgB n ' 

e per consegaenza 

nlogA — nlogB, 

ovvero 

log A" — log ^ 

da cui si deduce 

Preadiamo ora i logaritmi dei due nameri e 
nel sistema che ha per hase B\ e che indicheremo con lo^, 
si ha 

log' A" — log' B"" , 

e per consegaenza 

nlog'A = mlog'B, 

da cai 

log' A m 

lo^B ~ n ' 

Il rapporto dei due logaritmi è dunqae, in un siatema 
qualunque, Io slesso che nel sistema primitivo. 
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kOV. Osservazione I. La dimostrazione precedente 
suppone cbe il rapporto dei due logaritmi considerato sia 

commensurabile. Se il rapporto è un numero in- 
logB 

commensurabile, si valuterà questo numero a meno 

a. 1 m m-t-l . , . 

di — . Sieno — e ~ — i valori approssimati ottenuti, 

avremo 

logA ^m log A ^ ni-f-t 

ovvero 

«/03il>mtogJ, e nlogÀ<i{m-+-l)hgB, 

cioè 

log A'- ^ log B'', e %ì1"<%jB"+'; 

per conseguenza 

Preadiamo ora i logaritmi nel sistema la cui base è B\ 
si ha 

log' A" > tog'B"' , e log' A" < log'B'"'*-' , 

ovvero 

n log'A'^m log'B, e n log' A < (m+l) log'B; 

per conseguenza * 

log' A m ^ log' A ^m+\ 
log'B n ' log'B '^~n 

I duo rapporti e sono dunque compresi 

l'uno e l'altro tra le due frazioni — e la cui 

Il n 
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differenza -i- può essere minore di qualunque numero 

dato. Per conseguenza, non potrebbe esservi alcuna dif- 
ferenza assegnabile tra i due rapporti di cui si traila. 
W)2. OssERTAZioNB li. Dal teorema precedente ha 

logA __ log' A 
logB locfB'* 

da coi 

log'A log'B 

lugA hgs' 

Il rapporto è dunque indipendente dal numero A; 

indicandolo con A, sì ha 

lo^A — klogA, log'B T=khgB; 

cioè, che per ottenere i logaritmi dei differenti fw 
meri in un sistema qualunque, bisogna moltìplieare 
per un numero costante i logaritmi presi in un altro 

sistema. 

403'. Osservazione IH. Per determinare il nume- 
ro h, basta conoscere il logaritmo della base B nel sì- 
stema B\ 0 il logaritmo della base B' nel sistema B. Si 
ha, in&ttì, 

k='^, 0 t = '^.; 
logB logB 

e poiché logB = lt lo^B' = i; dunque 

kz=log'Bt 0 = - 



iOk. Da ciò che precede risulta che le tavole calcolate 
pel caso <lella base 10 permettono di calcolare un loga- 
ritmo ÌQ OD sistema qualunque. Sia propoMo, per eeem- 
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pio, di calcolare 11 logarUrrio di 7698 nel sistema che 
ha per base 12. Nelle tavole di Callet si trova 

logn =1,07918125, 
% 7698 = 3,8863779. 

Sì ha quindi 



e per conseguenza 

_ 3,8863779 



1,07918125' 



405. Reciprocamente, conoscendo il logaritmo dì un 
numero qualunque, sì può trovare la base del sistema. 
Cerchiamo, per esempio, qual è la base del sistema nel 
quale il logaritmo di 25 è 0,7832t. 

Indichiamo con B' la base ignota. Si ha nel sistema 
la cui base è 10, 

log 25 = 39704001; 

quindi 

k= 



0,78321 



" 1,39794001 

e per conseguenza 



Trovato il logaritmo di ff, il valore di B' si ottiene im- 
mediatamente. 



I. Qaal è la base di no sistema di logaritmi nel quale 
6 èli logarìlmo di 72S? 

II. Quali sono le bad commenaorabili tali «be il loga- 
ritmo di 20 sia commensurabllef 



328 TRAtTATO D'AD^TUBTICA. 

III. Una corda di rame areale 0^,363 di langhezta e 
00,0018 di diametro, quando è lesa da un peso di 13^,30, 

, eseguisce in aa secondo no nnmero di Tlbrazioni trasversali 
egnale a 

< . / 9.80H8X'3^ . 

2XO>383XO,0018 V 3,418X8,8 ' 

si doraanila di calcolare questo numero. 

IV, Se si rappresenta col segno P(x) il prodotto di luKi 
ì numeri primi minori di w, si ha, qualunque sia il numero 
InLero x, 

■ loff (1, 2, 3, 4 . . . . a;) = log P(x]-i-log P gj-h (03 /• - 1 . 
+ Ì03 P -H log P (^) + (0, P ( V^) ^ . . . . 

3 _ 

-t- 103 P (V?) + log P {^) + 

-H U>gP(V^)'^loa P (i^] + .... 
-I- l , 



Digiiizedby Google 




^ CAPITOMI xvn. 



SItttmR metaìm fcanoaifla 

406, Le principali grandezze che consideroDO le ma- 
tematicbe sono le lunghezze, le superficie, i volumi^ i 
pesi. Le unità o misure adoperate dai geometri e dal 
fisici SODO anche quelle ^i cui si fa ora aso esclusiva- 
niente in Francia per gli usi volgari ; il loro insieme 
costituisce il sistema metrico, o sistema delle nuove 
misaré. 

I lavori dei dotti incaricati dello slabìlimento del 
sistema metrico furono terminati nel 1799, e il 22 giu- 
gno dello stesso anno i prototipi del melro e del chilo- 
grammo (unità di lunghezza e di peso) furono depoeti 
negli archivi delia Repubblica. 

Misuro di lan)tIieiiB> 

407. L' unità dì lunghezza ha ricevuto ii nome di 
melro. È questa l' unità fondammkile dulia quale de- 
rivaDO le unità impiegate per ia misura di tutte le altre 
grandezze. 

II metro è la diecimilionesima parte del quarto del 
meridiano terrestre, cioè delia distanza del polo all'equa- 
tore terrestre, misurata sulla superfìcie dell' oceano. 

11 campione deposto agli Archivi è una verga di 
platino, e d& la lunghezza legale del metro quando è 
alla temperatura del ghiaccio tondeate. 
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Le misure di lunghezza si IrovaDO nella seguente 
tavola. 



■ 


■ 


MiriRmetro. 


Diecimila metri. 


Chiloiiieiro. 


Mille meiri. 


Elliimclro. 


Celilo metri. 


Sccnmetro. 


Dieci metri. 


Metro. 


Dieci milioncfiiina parte del qaarto 




del meridiano terrestre. 


Decimefro. 


Decimo del metro. 


Cenlimelro. 


CenteBimo del metro. 


Mìllimeiro. 


Hillegìmfl del melFo. 



WS*. OssERVAZioKE. Le misure itinerarie sono il mi- 
riamelro e il chilometro; il miriametro è contenuto mille 
volte e il chilometro diecimila volle nel quarto del me- 
ridiano terrestre. Se la circonferenza si suppone divisa 
in 400 gradi, il grado in 100 minuti, il minuto in 
100 secondi, il quarto di meridiano contiene 100 gra- 
di, ovviTO lOOOO minuti, ovvero 1000000 secondi; e 
quindi il grado equivale a 100000 metri o a dieci mi- 
riametri, il minuto equivale a 1000 metri o ad un chi- 
lometro, il secondo equivale a 10 metri o ad un deca- 
metro. Il miriametro è anche equivalente a 10 minuti. 

Neil' agrimensura si adopera una catena lunga no 
decametro. 

Mimre di (upaTSeiaa 

M)9. SI chiama min gmutrato m qaatirato ffi eoi 
eiaseuD Iato ha 1 metro dì lung^iem. Slmilmeote, m 
deeimetre quadrato, un fMotimetrn guadraio cc^ sono 
qiiadrati Rha hanno perlaio 1 decimetro, 1 centimetro oc. 
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le misure di superficie si trovano nella eeguenle 
tavola: 



noni. 


T4L0III, 


Miriamclro quadralo. 

Cbilomeiro quadralo. 
El[omelro.qiiadrHto o Ellara. 
Decametro quadralo o Ara. 
Metro qnadrulo o Centiara. 
Decimetro quadralo. 

Centimetro quadralo. 

Millimetro quadralo. 


Genio milioni di metri 
quadrali. 

Milione ili metri quadrali. 

D.ccimila melri i|u.tilrali. 

l'.enlo meiri quadrali. 

Uni là principate. 

Ceiilesima parie del me- 
tro quadralo. 

DiccimiHL'sima [inrle del 
metro quadralo. 

Milionesima parte del me- 
tro quadrato. 



Osservazione. L'ara, l' ellara e la cenliara sono 
le sole misure agrarie atlualmeale impiegate. 



Miiure di vahunc o di eapacità> 

ilo. Si cblama metro cubo un cubo dì cui ciascuna 
costola ha 1 metro dì lunghezza. Similmente, un decime- 
tro cubo, un centimetro cubo, ec, sono cubi che hanno 
per costola 1 decimetro, 1 cenlinielro, ec. E al modo 
stesso OD decametro cubo, un ettotn^ro cubOt ec., sono 
cubi aventi per costola 1 decametro, 1 ettometro, eo. 
Le Qnil& df volame sono: 

il mOlimetro cubo, cbe 4 la millesima, parte det 

cenlinwtro cobo, 
il tentimetro etAo, che è la raSIlffi^B parie del 

decimetro cut»; 
Il deeimstro ctOo, die è la mOletima parie del 
metro cobo; 
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Il metro cubo, unità principale; 

il decametro cubo, che vale mille metri cubi; 



1 multipli del metro cubo sono poco usati. 

Le misure di volume ei trovano nella seguente l&yola : 



nisiire di eapadiA pe* liquidi « per gli aridi. 


noni. 


VALORI. 


Chi Ioli Irò. 

Elloiilro. 

Decaliiro. 

Li irò. 

Decilitro. 

Geotililro. 


Mille litri. 
Celilo liiri. 
Dieci liiri. 
Decimetro cubo. 
Decimo dei- litro. 
GoDlesiiDo del liiro. 


niisare di volume. 


Decaslero. 

Stero. 

Decislero. 


Dieci sieri. 
Metro cubo. 
Decimo dello siero. 



Osservazione. 11 metro cubo prende il nome di 
stero allora soltanto quando è destinato alla misura del 
legname. 

Per la misura dei liquidi si fa uso-^i vasi cilindrici 
di slagno la cui altezza è doppia dei diametro; le capa- 
cità di questi vasi sono: 1 litro, 5 decilitri, 2 decili- 
Iri, i decilitro, 5 eentililri, 2 centilitri, 1 ceniilitro. 

Per la misura dei grani, si Ta uso di vasi cilindrici 
di legno la cui altezza è uguale al diametro; le capacità 
di questi vasi sono: 1 e&olitro, 5 àeeatiiri, % decalitri. 
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1 deeaUiro, 5 litri. 3 litri, 1 litro, 5 decilitri, 2 decin 
litri, 1 decilitro. 

411. L'unità dì peso è il grammo; peso, nel vuo- 
to^ di 1 centimetro cubo di acqua distillata alla tempe- 
ratura di 4 gradi centigradi. A questa temperatura l'acqua 
raggiunge la sua densità massima. < 

Le misure di pesi si trovano nella seguente tavola: 





ViLORI. 


ToBtiellata. 

Quintale metrico. 

Chilogrammo. 

Eitogrammo. 

Decasrammo. 

Grammo. 

DeciRrammo. 
Cenlìi;rammo. 
Milligrammo. 


Mille chiloKrararai, peso del metro 
cubo di acqua di.millata itila 
temperatura di 4 gradi cenligr. 

Genio chilogrammi. 

Mille i;rammi. Peso del litro. 

Genio arammi. 

Dieci grammi. 

Peso di un centimetro cobo di 

acqua a 4 gradi centigradi. 
Decimo del grammo. 
Centesimo del grammo. 
Millesimo del grammo. 



Osservazione. É facilissimo convertire in grammi 
un peso qualunque espresso mediante queste diverse 
nnità. Per esempio 613 tonnellate, 8 quintali, 55 chi- 
logrammi, 815 grammi possono rappresentarsi con 
cbilogrammi 613855",815. 



413. I<* nnità monetaria è U franco. VL franco è nn 
pezeo d'argento che pesa 5 grammi, sui quali vi ha il 
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dieci per cento di rame; quindi il franco contiene sola- 
mente di argento puro. 

11 [ranco si divide ìa dieci deciofii, il decimo in dieci 
centesimi. 

1 multipli del franco non hanno ricevuto nomi par- 
ticolari. 

Le monete di oro sono: la moneta di kd franchi, che 
pesa gr. 12,90322; la moneta di 20 franchi che pesa 
gr. Gy'tòtGi ; infine la moneta di 10 franchi, che pesa 
gr. 3,22580. 

Le monete di argento sono : la moneta di 5 firaacbl, 
che pesa 25 grammi; la moneta di 2 franchi , che pesa 
10 grammi; la moneta di 1 franco, che pesa 5 grammi; 
la moneta di 50 centesimi, che pesa gr.2,50; la moneta 
di 25 centesimi, che pesa gr. i,25; la moneta di 20 cen- 
tesimi che pesa 1 gramma 

le monete di rame sono: la moneta di 10 centesimi, 
che pesa 20 grammi; la moneta di 5 centesimi che pesa 
10 grammi; la moceta di 1 Geaiesimo, che pesa 2 grammi. 

n valore legale delle monete di oro è quindici volte 
e mezzo quello delle monete di argeiiio, sotto lo stessa 
peso. Il valore legate delle monete di rame è il quarante- 
simo di quello delle monete di argento sotto lo stesso peso. 

Caledo delle mìiilce froaaeir. 

4'13. unità di dieci in dieci volte più grandi, e di 
dieci in dieci volte più piccole del sistema delle naove 
misure francesi rappresentaoo le unità dei differenti or- 
dini impiegate nella numerazione decimale. Quindi I cal- 
coli sì effettuano con iluafacilità eguale a quella che risulta 
dall'uso esclusivo di una sola unità. Infiliti, è fàcilissimo 
riferire all' unità principale una granderza espressa me- 
diante i suol mollipli e i suoi summultipll. 
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Esempio. 8 miriametri, 9 cblloiDetri, 7 eliometri, 
3 decametri, ] meno, 3 ceulimetri, possoao rappreseit- 

tarsi con 8973 r,03. 

Rcciprocainente, un numero intero seguito da una 
fraitone decimale che rappresenta uua grandezza rife- 
rita a una delle unità, può decomporsi, senza alcun 
calcolo, in uu piccolo numero di uuilà semplici di cia- 
scun ordine. 

Esempio. Saa"^*" ,827925 possono leggersi 522 chilo- 
grammi, 827 grammi, 925 milligrammi; baala ricor- 
darsi clic il chilogrammo vale mille grammi, e il gram- 
jno mille milligrammi. 

SI può anche cambiare 1' unità alta quale una gran- 
dezza è riferita mediante uó semplice spostamento delta 
Virgola^ Bisogna spostarla di tanti posti \erso la destra 
o verso la sìDistra, quante unità vi sono Dell' esponente 
della potenza di 10 che indica quante volte la prima 
unità è contenuta nella seconda o la seconda nella prima. 

Esempio. S^jSS valgono 8350 decimetri cubi 
e 0,00835 decametri cubi, 

kìk. La valutazione delle grandezze mediante le 
nuove misure, dando sempre luogo a numeri interi se- 
guiti da frazioni decimali,! calcoli relativi alle grandezze 
espresse a questo modo, si faranno sempre sopra nu- 
meri decimali. È questo uno dei principali vantaggi del 
nuovo sistema. 

Esempi.- 1°. Sommare 25 are, 2 ettari 79 are, e 3 
ettari 2 are 35 centiare. 

25 
279 

303^35 
606,35 

la somma e 6 ettari, 6 are, 35^centiare. 
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2°. Una cassa piena pe^a 78 chilogrammi 78 de- 
cagrammi; la stessa cassa vuota pesa 5 chilogrammi, 
3 decagrammi , 1 grammo. Qual è il peso della mer- 
cangia che conteneva ? 

78^\78 

5 ,031 
73 ,7i9 

Sottraendo da78''',78, peso delia cassa piena, 5"'',031, 
peso della cassa vaota, si trova 'I3!'\lk9 cioè 73 chilo- 
grammi, 71» decagrammi, 9 grammi. 

3°. II peso di un ettolitro di carbone è 82^^7; un 
sacco di carbone contiene 1 ettolitro 42 litri, gaal è il 
peso di 3227 'sacchi ? 

Per avere il volume di carbone, bisogna moltipli- 
care 3227 per 1*",42. 

3,227 
1,42 
4582,34 

Si trova per prodotto 4582,34, cioè 4582 ettolitri, 
34 litri. II peso di un ettolitro essendo S2'''',7, per avere 
il peso di un numero qualunque di ettolitri, bisogna 
moltiplicare questo numero per 82,7, 

4582,34 
82,7 
"378959,518 

Il peso richiesto è dunque 378959'^^5i8, cioè 578959 
chilogrammi, 518 grammi. 

Osservazione. Quando la moltiplicazione si effet- 
tua fra numeri che rappresentano lunghezze come &3 me- 
tri e 66 metri, il prodotto 2352 rappresenta metri qaa-r- 
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dralì, cioè 23 are e 52 metri quadrali. Se si dovesse 
moltiplicare 42 metri per 56 metri e per 12 metri , il pro- 
dotto 28244 rappresenterebbe metri cubi, cioè 28 deca- 
metri cubi e 244 metri cubi. (Vedi Geometria). 

4°. tJn vetturale ha condotto 753 steri di legname 
in un carro che contiene 2 Bteri, 4 decisleri. Quanti 
viaggi ha egli Tatto? 

È evidente che per avere il numero dei viaggi, bi- 
sogna dividere 753 per 2,4: o (208) 7520 per 24: 

7530 I 24 
33 {313 
90 
18 

n numero dei viaggi è 313. Se i dati fossero rigo- 
rosi, vi bisognerebbe un ullimo viaggio per portare 
18 decisteri. Ma gli elementi della questione non com- 
portano una simile precisione nella risposta. 

Mìiim tofoon*. 

415'. L'unità di lunghezza è il brocefo. Il braccio si 
divide in 20 soldi; il soldo in 12 denari. Vi è pnre la 
canna agrimeasoria la quale si compone di 5 braccia. 

Per le misure itinerarie si fa uso del miglio, equi- 
valente a braccia 2833 ^l'ob- 

L'unità di superficie è generalmente il braccio qua- 
dro, che contiene 400 soldi quadri, di 144 denari 
quadri ciascuno. 

Per le misure agrarie v' lia ii quadrato; esso si di- 
vide in 10 tavole; la tavola si divide in tS pertiche; la 
perlica in dieci deche; e la deca è di 10 braccia quadre, 
lo addietro nelle provincie fiorentina e pisana facevasi 
uso per le misure agrarie dello stioro. Lo slioro fioren- 
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tino sì componeva di 12 panora; il panoro di 12 pu- 
gnora; ed il puguoro di ì2 braccia quadre e 12 dicias- 
settesimi di braccio. Lo sLioro pisano compunevasi di 
(i6 pertiche quadre; e ciascuna di queste conteneva 
25 iiraccia quadre. 

L' unità di misura pei solidi è generalmente il òrac- 
eio cubo che si compone di 800 soldi cubi; il soldo cubo 
poi si compone di 1728 denari cubi. 

Pel legname da ardere v' ha la catasta, la quale si 
compone di 24 braccia cube, oppure, secondo l'uso del 
commercio, di sole 18. 

Pel legname da costruzione v'ha U traino, che si 
divide io 12 braeciola, ed U hracciolo io 12 once. 

V unità di capacità pei liquidi è il barile; it quale, 
se B[ tratta di vino, contiene libbre 133 e oace 4 d'umi- 
do, e componesi di 20 flaacfai; se d'olio, conlieue lib- 
bre 88 d' amido, e componesi di Baschi 16. 

L'unità di capacità per gli aridi si chiama staio, 
e si divide io guarii; ii quarto io 8 messele; la mez- 
zetta in 2 guarlueci: 3 stala formano un sacco, e 8 sacca 
formano il moggio. 

V unità monetaria è la lira, o più modernamente 
il forino. La lira si divide in 20 soìdi di 12 denari 
ciascuno; il fiorino ai divide in 100 quattrini o cente- 
simi. V hanno pure unità monetarie ideali, come lo 
scudo fiorentino equivalente a lire 7, e la pezza di Li- 
vorno che si usa in commercio, equivalenle a lire 5|, e 
che si divide in 20 soldi; il soldo poi si divide in 12 de- 
nari, come nelle divisioni e suddivisioni della lira. 

L'unità di peso è per noi la tibbra;'msa. si divide 
in 12 parti chiamate once; l'oncia si divide io 2& de- 
nari; il denaro in grani. 
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AanmuH, 



'i per gli Ufi oomnni. 



, piede del Reno 0,313884 

piede. 0,283 

' anno. 0,6903 

! piede 0,280 
duna per la sela 0,6W 
auna per la lana 0,684 

AnsTHU, klafler o tesa composla di 6 piedi, (il 

piede è 12 pollici, ìl pollice è 12 JiiieeJ. . 1,8M614 

Bade [granducalo], auna di 2 piedi 0,600000 

BoLOGTiA, piede 0,3801 

Caruara, palmo pei marmi 0,24927 

CoPBMAfiHRN, auna 0,6276 

Costantinopoli, pie pìccolo per i panni 0,6iS 

Dresda, aatm 0,Cf66S 

Fbrbaba, piede. «,4D3S 

FiBntn, braeeio composto dì 20 soldi, il soldo é 

12 deoari 0,S8366 

Fbancofortb, auna. 0,S473 

Genova, palmo 0,2491 

„ i piede 0,4879 

Ì piede 0,306 
piede olimpico aDtico del miglio di 
60 a grado 0,30SS9 
piede pisio 0 delfico antico, dell' olim- 
pico 0,2.i087 

' piede composto di 12 once o pol- 
I liei [il pollice di 10 linee. . . . 0,304794S 

I yard composlo dì 3 piedi 0,9143S3t[ 

I foOtom 0 tem di 6 piedi 1,8287670 

Lisbona, «ora o auna. 1.093 

Losanna, tesa composta di 10 piedi. 3,0000000 

Madrid, vara o auna di CasUglia^ composta di 

3 piedi 0,848 

Mantova, piede 0,4669 
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Mii IMA ■ 1 ^raa*» coniDne. 0,S9493S 

joiLino, ( agrimensorio. 0,435185 

9à<io«SA, piede. 0,5330 

Monaco, aum 0,833 

Napoli , palmo dd miglio di 60 a grado (dopo 
il 1840 si divide In parli decimali; 10 pal- 
mi formano vma eanna) 0,2545603 

Padova, piede. 0,3874 

I piede ■- 0,32483!).i 
auna [antica misura) 1.18B4^<; 
metro 1,0000000 

pRESBURGO, auna 0,i!3Sl 

1 piede del Reno (si compone di 12 pol- 
lici) 0,3138S;ìO 
auna nuova [25,5 pollici) O,66Q03S 
tesa [6 piedi) 1,8831216 
rulhe (pertica di 13 piedi) 3,7622432 
Um dei minatori (6 piedi, S pollici). . 2,0925573 

Beooio dì Modena, piede, *..*.. 0,5309 

Bbno piede (del) comune a gran parte della Ger- 
mania 0,313854 

f piede 0,207896 

l palmo I dol piede 0,223422 

n ) piede aniico 5055 "lei miglio di 75 a 

' j gratin 0,29628 

/ cubito di piedi corrispondente ad^^g^ 

l della lega di 25 a grado 0,44437 

! piede etiuaie al piede inglese composlo 
di 12 pollici 0,3047945 
archina formala di 28 pollici inglesi, . 0,7111872 
sagena composta di 84 pollici o di 7 
piedi 2,1335615 

bABDKGNA, j ^ ^^^^ ^ ^^^^ 

^ SiauA palmo. 0,258098 

'Stbzu ( 
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r piede dello liprando , composlo di 
I 12 once, ed eijuale ad del mi- 

I glio di 43 a grado 0,3137 

raso composlo di 14 once del piede. . 0,8994 
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VAttsmi, auna 0,8846 

Venbzia, piede 0,3474 

Vbroiu, piede. 0,3429' 



nirare itine raiie 

ALEHAGHA, j j2 ^ g^jj^ 

AHBCBflo, miglio ài 34000 piedi del Ro- 
do, poco diverso dal miglio di 15 a 
grado. '. 

Adsihu, miglio di 24000 |HedÌ aostrìaci. 

Bade (Granducato), hga di 12 ^ a grado. 

China, miglio dello li. 

Copenaghen, come Amburgo. 

FiBBDSB, miglio d'i braccia 2833,313. . . 

I miriamelro composto di 10 
\ cliilomolri 

F«ANni ] '^S"* ^ srado 

rauiGU, < j^gg marina di 20 a grado, 
/ neala anche in Olanda in 
{ Portof^allo ed in Polonia. 

I stadio olimpico di 600 piedi 
olimpici equivalenle ad 
del miglio di 60 a grado. 
iladto pista o delfico di 600 
piedi delfici equivalente 
ad ^ del miglio di 16 a 
grado 

Italia, miglio di 60 a grado usato come 
miglio marino da molte nazioni, e 
specialmente dalla Francia dall' In- 
ghilterra e dall' Auslria 

Jnghiltebba, miglio di 1760 yards. . . . 
FoLONZA, inulto di 20 a grado , 





in™ Ifiia, 


7408 


18 


9260 


12 


7832 


14 l 


7886 


" 1 


8800 


12 l 


877 


192 J 


lfiS3,60? 




10000 


Hi 


4449 


28 


8586 


20 


183 


eoo 


148 


730 


18S1,98SS 


60 


1609 
8586 


69 


6173 


20 
18 



(a) io qDuU Ujola «i i n^poito il qnadnnie imutce iti 1000073Ì mi- 
uì, Hcondo Dchmlm. 
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Pbdssu, 



HOHl 

aDtica, 



Itcssu, 



ÌvOgUo di S4000 piedi del 
Reno. 
miglio di 18 a grado prima 



miglio rfi 73 a grado, com- 
poalodi 1000 passi ciascu- 
no di S piedi anliclii. . . . 

tladig i del miglio eguale ad 
■fa del miglio di 60 a grado. 

teertta di ISOO archioe o di 
3500 piedi inglesi 



Spagna, 



lega itineraria di 8000 vare. 
lega marina di il grado. 

Svezia, miglio di 10 | a grado 

ToBiNo, miglio piemonlesedi 4800 piedi. 



FlHBHZB, 



I quadralo d'i 10 tavole ognuna 
[ di 10 pertiche (la pertica é 

1 10 deche] 

j «(foro di 12 panerà ognuna di 
f 12 pagnora [il pugnoro é 

[ "b.q.|j) 

(ÌBEGii antica, plettro di 10000 piedi 

olimpici quadrati 

Inghiltbuia, ocre di J840yarda quadrati. 

r fanegada pei campi di SOO 

\ estadales quadrati 

1 aranzada pei vitEneti dì 400 



Madrid, 



{«lodata è una loa^heaza 
di 11 piedi, 0 di vare 3|]. 







7832 


14 f 


7408 


18 


1489 


74 1 


1481 


78 


18S 


SOO 


1067 


104 f 


10668 


l'i 


6784 


16 1 


6330 




10417 


10 J 


24G6 


43 


1670 


66 






87iB843 


69SU 


34,0619 




6 3341 








40,4671 




48,34 


70» f 


38,67 
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HiL&Ho, pertica di 24 lavole ognasa di 
144 piedi quadrati 

! moggio nuovo di 10000 palmi 
quadrali 
moggio antico di 4S400 palmi 

I quadrali 

PiBiei, arpenl, misara antica di 100 per- 
tiche quadrate, essendo la pertica 

lineare di 18 piedi 

Prussia, morgen di 180 perliche quadrale 
(la perlica lineare di 12 piedi del 

Beno) 

Roma, pezza dì IR catene qnadrale, la 
catena lineare essendo composta di 

palmi 67 i 

BoKA anlica, jugero di 36800 piedi an- 
tichi quadrali 









Ì)239 C 


0,99868 


4900 


33 STSd 




34^18869 


1003^^ 


23,5323 


1343 1 


2r>,iM2 


1298 j'j 


109,23000 
174,6289 


1336» 
313^ 
196,', 



Miaore di aapaoità. 

1 barile da vino 43,;)H{n4f 
barile da olio 33,i2R908 
staio per gli aridi ■ ■ ■ ■ 24,362862 

Grrcu anlica, anfora allica eqnivalenle a ^ del 

cobo di di un piede olimpico 39,000 

1 gallone imperialo. * 4,5434S8 
biukel di 8 galloni per gli aridi- 36,347664 
quarter di 8 fanslielB 290,781312 

Ilomolo per (ili aridi, eguale a 8 palmi 
cubi napolitani 85,54Stl3 
boKk pel vino, egoale a 8 palmi el- 
lindrìci 43,6211030 

Itttier, misura aoliea Mmposla (fi 
13 boisseaox (6 canf. rom.). . . 1X6,000 
la Umnettaut di mare condHerala a 
volume eguaglia 43 piedi francesi 
Gobici, ossia metri cubi 144. . . . 
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ItouA antica, anfora eguale al cubo del piede ro- 
mano anlico 26,000 

I tomolo per gli aridi eguale ad un palmo 

culto siciliano. 17,193083 
barite pel Tino eguale a 2 palmi cubi 

Biciliani 34,386106 



CblhcnmiDi. 

Anamao, HMra 0,48i3 

AmstbRBAII, (tòbra di 16 once 0,494 

Anvebbi, libbra 0,47016 

Adstbii, libbra 0,8600 

Bade (Granducato), libbra. 0,500000 

CopENAGHSH, libbra. 0,499* 

Costantinopoli, aka o rotolo grosso 1,27 

Dresda, lOthra 0,467 

FiBitHZE, lifAra. 0,339842 

fiBNOTA, li6bro 0.317 

Grbgia antica, mina miiat n ìihhra esimie ad ^-ij 
del peso di un ■. olume ili acqua piovana cor- 
rispondente all' anfora allica. . ■ i 0,3288 

' libbra troy composta di 12 once 

Ognuna di 480 grani 0,373090 

libbra aroirdiipof* eguale a 7000 

- j grani troy 0,4S341S 

IsoOiLTERBA, { la (onncitafa di mare è composta 
di 20 quinlali ognuno di 1121ib- 
bre acoirdupoi* ed equivale a 
chilogrammi lOlS | . 

( libbra 0,4388 

i.lSBONA, j ^^j-odl^ peso di 32 IjblirC. 

LosiKNA, libbra di 16 once O.ROOOOO . 

Madrid, libbra O.*«0 

t libbra grossa di 28 once. 0,7«2S17 

Milano, ] yj^^ pìwo\a, di 12 once 0,326793 

Nafoiì, ròtolo eguale ad .ff del peso di un volume 
di acqna distillata corrispondente ai cobo di | 
di palmo alla temperalnra di 16° ^ centigra- 
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<]i, e sotto la [ircssione barometrica di 28 

pollici 0,890997 

Pahigi, libbra antica detla di marco, composta 
di 10 once, ogni oncia di 8 grossi ed c^dì 

grosso di 72 grani 0,489806 

PncssiA, libbra eguale ad del peso di un piede 
cobo del Reno di ncqua dislillala alla lem- 

pcraliirn di 13 gradi di Reaumur 0,^^1111 

Ì libbra attuale 0,389 
libbra antica eguale ad ^'q del peso di 
un' anfora a sia di an piede cubo ait- 

ticD di acqaa piovana 0,32S8 

Ras9i&, Ubbra della Zecca 0,4o93fl7 

SiciiiA, rotolo 0,79312 

Svezia, libbra detta viciualia 0,428 

T, , I ii66ro 0,368845 

•-OBINO, I ^^f^f^g pgg^ 23 libbre. 

VAsaAVU, libbra. 0,408 



al pufl. (a) 





2,14 




0,868 




2,898 




8,19 




2,12 


B&TiBRA, iterino ìCimpero, moneta di conto. . , . 


2,1G 


B r. 1 porinocjjrrenlo, antica moneta di conto. 


1,82 
1.00 




5,60 


„ 1 pezza di 8 piastre del 18H. . . 
'^os"""""'""'-'' 1 una borsa vale 500 piastre. 


i,ìi 




0,8i 


p„ . l risdallero o tallero ili 90 kreuliers. 


2,60 



(à) n nppMiD ddlt inDKta al parli » npporto ipmtìA Ai milallo 
Dna l' aio t d' ngiDlo cbo conici^DUD , «idiua b tega. 
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GiNOVA , Uro. 0,S3K 

/ dramma, nnilè monetaria 0,93 

Gbbcu I mina ili 100 dramme. 92,68 

aulica, i (ofonfo d' argento di 60 mine S!>61 

I lalmlo d' oro di 600 mine 90600 

lifGBiLTBBRt, Ura iUrliTUt di 20 scellini 2S,208 

M.. ... I tfni aaslriaca. . . 0,86S 

Napoli, ducato di 100 grana. 4,28 

Parisi, lira antica, delta tonteie, O.SO 

-■«»«"■ llJSJi'r'ff'.^f!-::::: 1;« 

Polonia, risdallero 8,19 

l'oiiTOGALLn, rruzada nuova di 480 reali 2,94 

I'kl'ssia, srnih, risdalkro o tallero ;t,7l 

IloMA , feudo 5,:{B 

' ^r^frrzio o niimmu!, utiili'i nionelaria. . 0,->() 

devnrn <\\ 1 soMi-rzi 0.81 

I aurei) di r,i ileiini i. o 100 .seslerzi. . . . 20,38 

i talento grande di 32000 sesterzi 

I (afmlo piccolo di 24000 seslerzì 44S1 

RosBU , nMo. 4,00 

Saiiwbha, come il Piemonte. 

«•■•Dwi l TH'^ ài piata. 0,K43 

aPAGNA, I yfoiedivtgUone, metà del precedeole. 0,271 

VsHizu, xeeehino. li,BIi 



Roma 
antica. 



Calcolo delle mìim* noli* quali l'naìU prioelpale 
noD é dìvìi« in parti deoìmall. 

W. Abbiamo veduto che nel sistema di misure 
toscano, come ja quello di molli altri stati, l'unilà 
principale non è divisa in parti decimali, ma in altre 
parti il cui numero vlen determinato dall' uso. 

Così la tesa, antica misura di lunghezza francese, si 
divide in 6 piedi, il piede in 12 pollici. Il pollice in 12 
linee, o la lioea ia 12 punti. Quindi una lungbez£a 
espressa per esempio da 15 tese 7 pollici 11 linee, eoa- 
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tiene diverse classi di unilà di grado in grado più pic- 
cole derivate le une dalie allre secondo una suddivisione 
CODvenula; l' unilà principale si cliiama la prima specie, 
e l'ultima o la più piccola ilicesi l'ulthna spade. Nel- 
l'esempio precedente la /csre è la prima specie, e la li- 
nea è l'ultima specie. II calcolo di queste misure ri- 
chiede speciali avvertenze, che ci proponiamo di esporre 
con qualche larghezia io quel che segue. 

417*. 11 calcolo delle misure di cui è parola sì può ri- 
durre a quello dei numeri ordioari o a quello dei numeri 
decimali coDvertendo- i numeri espressi nei sistemi ri- 
spettivi in frarìeni ordinarie o decimali dell'unità princi- 
pale. Cooieeebè questo metodo non Bia preferibile In ge- 
nerale, pur nmilimeno è utile tar conoscere come possa 
effettuarsi questa riduzione. 

1°. Ridurre in /razione ordinaria ?«" 4»^' 9^"^ 6"™ 



_ 115 .19 „ 1 6 

^laS *25 12' 

11^ 115 19 1 

^AiM -gj-dfpw. -^éifoim g 



Poiché 1 linea c — di pollice, 6 linee sono o -g" 
di pollice; quindi 9 pollici 6 linee equivalgono a polli- 
ci 9 ffi pollice. Ma 1 pollice è A dipiede^dun- 

qne ~ di pollice sono " ^ ^' P'*^"' 

guenza 4 piedi 9 pollici 6 linee Gorrispondona a piedi 
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24X6 144 

4 piedi 9 pollici 6 linee, equivalgono a tese 7 c 

1123;, 



144 



di tesa. 



OssEKYAZiONE. La Hduzione ricliiesta può efTet' 
tuarsi ancora in un altro modo. 7 tese Bono eguali 
a 42 piedi; quindi 7 tese 4 piedi equivalgono a 46 pie- 
di, cioè a 46X12, o a 552 pollici; dunque 7 tese 
4 piedi 9 pollici pareggiaao 561 pollici, cioè 561X13 
0 6732 linee; e per conseguenza 7 tese 4 piedi 9 pollici 



■ t 6738 , 
proposto equivale a -gg^ di lesa. 

11 primo metodo è però in generale preferibile al 
secondo perchè dà un risultato piìi semplice. 

3°. Ridurre in fra»i<me decitaale 9** 12""' 8*"™*. 



0 


lì 






80 


0 


666... 






lì 


666... 


ÌO 






66 


0,6333. 






66 


9,6333. 



Poiché 1 denaro ^ ^ soldo, 8 denaH sono 



o0,666.... di soldo; quindi 13 soldi 8 denari, corri- 
spondono a soldi 12,666 ... . Per ridurre questo numero 
in frazione decimale di lira, bisognerà dividerlo per 20, 
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e si awà 0,6333... .; quindi 9 lire 12 soldi 8 denari 

equivalgono a lire 9,6333 

M8*. Le questioni reciproche alle precedenli si ri- 
solvono con eguale facilità. 

10^11 

1°. Ridurre la frazione ordinaria di libbra 

(toscana) in libbre e parti di libbra. 

Dividendo il numeratore pel denominatore si ha 23 
per quoziente e 275 per resto; dunque la frazione prò- 
S76 

posta è ugnale a 23 libbre e ^ di libbra. Ma una libbra 

è 12 once, dunque ^ di libbra sono eguali a ' " 
di oncia di oncia, cioè a 7 once e || di oncia. 



a B^S^ dì denaro = v ^ denaro , ovvero a 15 denati 

36 ■ 3 

e ^ di denaro. Un denaro è 24 grani, quindi -g- di de- 
naro è ^ di grano ovvero 8 grani. Dunque la frazione 

ordinaria d> ^^^"b'^ equivale a 23 libbre, 7 once, 

15 denari, 8 grani. 

a». Bidurre la fìmime decimale 8"',7892 t» tese 
e parti di tesa. 

Sì moltiplicherà 0,7892 per 6 e ai otterrà 4,7352, 
che esprimerà k piedi con una frazione decimale di pie- 
de; si moltiplicherà 0,7352 per 12, e si avrà 8,822&, 
cioè 8 pollici ed una frazione decimale di pollice; final- 
mente si moltiplicherà 0,8224 per 12 e si avrà 9,8688 
cioè 9 linee e una frazione di linea. Quindi la frazione 
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decimale 8"",78% equivale a S lese, ^ piedi, 8 pollici 
e 10 lìnee. 

I calcoli dei due ultimi esempi si dispongono nel 
seguente modo 



m*n. Tu: 

10311 I ^32 8, 7892 

23lib.,7onc., 1 

i 15den.,8gr. 4^7 3 59 

3300 12 

2^ . Ift 

6624 »',«688 



2i 
3456 

Passiamo adesso a vedere quali avvertenze bisogna 
avere Dell' addizione, sottrazione, molliplicaziooe e di- 
visione dei numeri concreti di cui si tratta. 

Addixìone. 

&19*. Si scrivono ì numeri proposti uno sotto V ah 
tra, sitvando nella medesima colonna le vnitA della rtetsa 
classe; ti comincia l' addisiené daih unità dell' stinta 
specie , e quando la loro somma sorpassa il nunutro di 
cui si compone P unitó della specie preeeden^ si ripor- 
tano una 0 più di fptette unità alla oolotiaa cui appar- 
tengono; ti fa V addisione dei numeri contemUi neUa 
nuova colonna, e dalla somma ^ottenuta si eUraggon», 
se ve ne seno, le unità appartenenti atta tana colonna, 
e così di seguito, ■ 
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100 
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48 
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90 


34 
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La somma delle linee produce 18 linee, cioè 1 pol- 
lice più 6 linee; scriveremo 6 sotto la colonna delle linee, 
e rilerremo un pollice per aggiungerlo alla colonna dei 
pollici. La somma dei pollici dà 20 pollici e 1 della co- 
lonna precedente, 21 pollici, cioè 1 piede e 9 pollici. Scri- 
veremo 9 sotto la colonna dei jioUict e rilerremo 1 piede 
per aggiungerlo alla colonna dei piedi. La Bomma dei 
piedi dà 12 piedi e 1 della colonna precedente, 13 piedi, 
cioè 2 tese più i piede. Scriveremo 1 sotto la colonna 
dai piedi, e le 2 tese le aggiungeremo alla somma delle 
tese, cioè a 15, e avremo in tutto 17 tese. Dunque la 
somma totale è: 17 tese, 1 piede, 9 pollici, 6 linee. 

La somma di tese quadrale, piedi quadrati e pol- 
lici quadrali, si eseguisce in un modo aiTaUo analogo al 
precedente; bastaselo avvertire che la tesa quadrala con- 
tiene 6X6 = 36 piedi quadrali; il piede quadrato con- 
tiene 12X12—114 pollici (juadrali, ec. Se la somma 
fosse fra lese cube, piedi cubi, pollici cubi, il procedi- 
mento sarebbe sempre lo slesso, avendo presente che la 
tesa cuba conitene 6X6X^ = 216 piedi «ubici; ilf lede 
cubo «oaliene 12X^2X12= 1728 pollici «ubici, ec. 

Sottrazione, 

420*. 5» dispongono i numeri proposti come nell'ad- 
dizione, e li comincia V operosfans àtdl' wltima tpecie; 
grtmdù in gtmlehe classe il numero da sottrarsi è tnag- 
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giore di quello da cui deve foglicrsi, si aggiunge a 
quest'ultimo un'unità presa dalla classe precedente, 
dopo averla ridotta in unità della specie inferiore sulla 
quale si eseguisce la sottrazione. 

ESEMFJ. 
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li 
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19 


11 


li 


11 
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96 


31 eoo 




13 7659 


1200 



Nella prima sottrazione si ragiona a questo modo: 
da 8 denari non possiamo togliere 11 denari, naiadi 
agli 8 denari aggiungeremo 1 soldo, cioè 12 denari, to- 
gliendo questo soldo dai li conteanti nella colonna dei 

soldi, e diremo 12 denari e 8 denari sono 20 denari, dai 
quali tolti II denari avremo 9 per resto, che scriveremo 
sotto la colonna dei denari. Dai 13 soldi rimanenti non 
si possono sottrarre 19 soldi; perciò prenderemo 1 lira, 
cioè 20 soldi, dalle 12 della colonna delle lire, e di- 
remo 20 soldi più 13 sono 33 soldi, dai quali sottratti 
19 soldi, avremo 14 per resto, che scriveremo sotto la 
colonna dei soldi. Finalmente, sottraendo 7 lire da 11 li- 
re, avremo 4 lire, che scrìveremo sotto la colonna delle 
lire. 

La sottrazione di braccia cube, soldi cubi e denari cubi 
si eseguisce coi medesimi principiì, avendo presente che 
un braccio cubo contiene 20X^X20 = 8000 soldi cu- 
bici; un soldo cubo contiene 12X12X13=^17^ de- 
nari cubici. 

Holtipllvailoii^ 



421". Abbiamo veduto 167) che moltipllcare una 
quantità per un numero «gnifica ripetere questa qaan< 
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tità tante volte quante unità sono nel moltiplicatore, 
ovvero preodere di questa quantità tante parti quante 
sono indicate dal roollipliciitore. Da ciò risulta che nella 
moltiplicazione dei numeri concreti il prodotto sarà 
sempre dello stesso genere del moltiplicando; ed il 
moltiplicatore figurerà da numero astratto. Cosi, per 
esempio, sapendo ctie un metro di panno costa 18 fran- 
clii e 56 centesimi , il costo di 7 metri dello stesso panno 
sarà dato dui prodolto 18,5G per 7, ed il prodotto 129,92 
esprimerà franchi come i! moUiplicando 18,56. 

422'. La molliplicazione può tllctiuarsi in più modi : 
1°, ridvcendo in frazioni ordinarie o decimali della 
prima specie il moltiplicando e il moltiplicatore, ese- 
guendo la moltiplicazione come si è praticalo pei nu- 
meri astrata, e convertendo il prodotto ottenuto in 
unità del moltiplicando e parli di ìmilà. Supponiamo, 
per esempio, che sì voglia calcolare il costo di 6 brac- 
cia, 9 soldi, h denari di un panno che si è compralo a 
16 lire 18 soldi jB denari il braccio. La Trazione di brac- 
cio, 9 soldi k denari, equivale ^ di braccio, e la fra- 
zione di lira IS soldi 8 denari equivale a |g; quindi sì 
7 li 

moltiplicherà 6 -j^ per 16 -^^ e si otterrà il prodotto 
109-11| che deve esprimer lire; e ridacendo in parti di 

lira la frazione ordinaria il costo domandalo sarà 

225 

109 lire, 10 soldi, % di denaro. 
15 

Saremmo giunti allo stesso risuUamento se i due 
fattori si fossero ridotti in frazioni decimali. 

&23'. Supponiamo adesso di voler moltiplicare 5 brac- 
cia 8 soldi 4 denari per 7 braccia Asoldi 8 denari; il pro- 
sa 
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dotto esprimerà evideoteniente braccia idrate, soldi 
quadrali, denari quadrati. Questo metodo sì applica 
con vantaggio al prodotto di misure lineari per misare 
lineari della stessa specie. Infatti U [irimo aumfvo equi- 
vale 3 ^ braccio, e il secondo ^ ^ ^i braccio. Il 

_ 65X11 _715 

' 6x3 " 18 

= 39 b. q. + l?di b.q.; per ridurre la Trazione || di b. q. 

in soldi quadrali, basta moltiplicarla per 400, ovvero 
moltiplicare il aumeratore per 200 e dividere il deoo- 

minatore per 2; si ottiene ^^=388g, cioè 288 s.q. 

+ ^ dì s.q.; quest'ultima Frazione si riduce in denari 

quadrati, moltiplicandola per 12X12, o, ciò che è Io 
stesso, moltiplicando il numeratore per 16 e divi- 
dendo il denominatore per 9; si ottìeoe 128 denari 
quadrati. Il prodotto ricblesto è quindi 39b.q. 288 s.q. 
128 d.q. 

Se i numeri da moltiplicare fra loro fossero 5 brac- 
cia 8 soldi h denari; ^ braccia 6 soldi 8 denari; 
3 braccia h soldi 8 denari; si farebbe il prodotto dei 
due primi fattori, e U risultato 39b.q. 288s.q. 128 d.q. 
si moltiplicherebbe per 3^ ^ : il risultato esprime- 
rebbe evidentemente misure cubiche. Per eseguire questo 
secando prodotto si procederà in un modo aifutto simile 

al precedente ; cosi 128 denari quadrati sono ^ ~ ^ 
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715x97 l'i-3';'"97 
dotto dei numeri proposU è quindi — ~ Vo >■ 

= che equivale a 128'*5^. Per ridurre la fra- 
lOo ivo 

un braccio cubo contiene 8000 soldi cubici; quindi 

... , , WVSOOO 47V20nO 94000 

di b.c., equivalgono a -^^g o a — = 

di s,c,} e finalmente a 3M!1*°^. Co soldo cùbo con- 

, _ , 

equivalgono a ^^XnaS ^. ^ ,3><64 d.c. = 832 de- 
nari cubi. Dunque il prodotto richiesto è 128** 341" 
832*. 

42i'. 2". II secondo metodo, che ctiiamasi di pren- 
dere inparti, è in generale preferibile ai precedenli ed è 
particolarmente molto adoperalo nell' astronomia pra- 
tica. Supponiamo, come primo esempio, di volere moN 
tiplicare il numero complesso 20 lire} 14 soldi, 8 de- 
nari per 8 braccia. U moltiplicando essendo composto 
di più parli, Usognerà moltiplicare ciascuna di esse se- 
paratamente per il moltiplicatore e sommare i prodotti 
ottenuti. Per «seguire queste moltiplicazioni parziali si 
considera ogni parte decomposta in parti più piccole, 
ma tali che ciascuna sia contenuta un esatto numero 
di volte nella parte precedente, cioè che sia, come suol 
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dirsi, una parie aliquota della medesima. L'esempio 
Seguente dichiarerà meglio il metodo. 

20' 14* 8J 

9- 

160> 

per 10 soldi. . . 4 

per 2 soldi. . . 0 16» 

per 2 soldi. . . 0 I C 

per 8 denari. . 5 

Totale. . .Tesi fi^; 

Per moltiplicare 8 braccia per 14 cofiffj si è consi- 
derato il moltiplicando 14 decomposto io 10 più 2 
più 2, e si è dello: poiché il prodotto di 8 braccia per 
1 lira dà 8 tire, il prodotto di 8 braccia per 10 soldi, 
che sono metà di una lira, dovrà dare la meli di 8 li- 
re, cioè ^ lire; ed il prodotto di 8 braccia per 2 soldi^ 
che sono la quinta parte di dieci soldi, dovrà dare la 
quinta parie di 4 soidi, cioè 0* 16<; il qual resullato si 
si è scritto due volte. Per formare il prodollo per 8 de- 
nari si è detto: se il prodollo di 8 braccia per 2 soldi 
è 16 soldi, il prodotto di 8 braccia per 8 deìiari, che 
sono la terza parte di 2 soldi, deve dare la terza parie 
(li 32 soldi, cioè 5= h"^. Avverto che il prodollo per 
k solili poteva effettuarsi ad un tratto, osservaniio che 
4 soldi sono la quinta parte di. una lira, e che quindi il 
prodotto di 8 br£^a per 4 soldi dovrà dare la quinta 
parte di 8 lire, cioè 1' 12. 

Come secondo esempio, proponiamoci di moltipli- 
care lo stesso numero complesso 20^ 14* 8*1 per l' altro 
numero complesso 6' 3^. L' operazione procederi nd 
modo seguente: 
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20' 


1 4' 
6» 


■ 8^ 
3^ 




1G0> 






per io soldi, , . 








per k soldi. . 


1 


12' 




per 8 denari. . 




5 


V 


per 4 soldi. . 


i 


2 




per 2 soldi. . , 


2 


1 




per 3 denari. , 




5 




Prcdom totale 11 ì> 


6- 


11' 



La moltiplicazione per 8 braccia al fi come sopra; 
poi il molliplicatore 6 soldi si decompone io 4 so^t/f e 
2 «oI(2t, e si dice: poicliè il prodotto di 1 braccio per 
20' 14' 8' dà 20' 14> 8^ il prodotto di 4 soldi, che 
sono il quinto di un braccio, per lo stesso numero, darà 
la quinta parte di 20i 24* 8^ cioè 4' 2Mi* J ; ed il pro- 
dotto per 2 soldi, mela di 4 soldi, per 20' li» Si", d.irìi 
la melà di 4' 2' 11"" J, cioè 2' 1' S'if. Osservando adesso 
che 2 so^rf? eijuivulgono a 2V denari, si vede die 3^ sono 
l'ottavo di 1 soldi, e ijuindi il prodoUo di 3 denari 
per 201 14» 8<i è l'ottavo di 2' 1' S"!, cioè 5» 2'^^. 

425'. Bisogna con^derare due casi: 
1°. Quando il dividendo e il divisore sono dello 

slesso genere ; 

2°. Quando il dividendo c il divisore sono di 
diverso genere. 

11 primo caso ha luogo, per esempio, nel seguente 
quesito : Sapendosi che una libbra di una certa mercanzia 
costa 34"™ 12'"'" S'''""^ gj domanda quante libbre di una 
tal mercanzia potranno comprarsi con 1 528''" i 't""'- G""'"". 
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Inratli è chiaro che per risolvere questa questione biso- 
gna vedere quante volte 12< 6'* sono contenute in 
1528) 11^* 6^, e si vede che il quoziente dev' essere di 
genere diverso dal dividendo e dàl divisore. Per eseguire 
questa divisione bisognerà ridurre i due numed daU in 
Trazioni ordiuarie della prima specie, ed esprimere il 
quozienle in forma dì numero astratto o di numero con- 
creto, come esige il quesito che ha dato motivo al calcolo. 
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426'. La divisione, net caso che sì considera, si 
eseguisce spesso più facilmente riducendo i numeri dati 
in unità dell'ultima specie, e dividendoli una per l'al- 
tro con esprimere il cpiozicnle in forma di numero 
astratto o concreto, a norma detta quistione che Ita daio 
motivo al calcolo. Ecco UD esempio di questo pio- 
cesso. 

Si domanda quante lire ci vogliono per comprare 
98 braccia 18 Bollii 8 denari di panno, sapendo cbe 
con una lira si comprano 2 i)raccia 8 soldi & denari di 

questo panno. 

L' opurazioQR si dispone nel seguente modo: 



98» 18' S' 2' 8- i' 

20 20 

1960 io" 

18 8 

t978 48 

12 12 

3956 9r 

1978 i8 

23736 576 

8 . i 



dividendo. . 23744 | 580 diviso re 

544 40'. 18- 91 



20 
10880""' 
5080 
440 
12 
528»'"-" 
60 
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427*. Secondo caso. In qaesto caso il divisore è, o può 
considerarsi come un numero aslratlo, per cui il quo- 
ziente deve essere disilo stesso genere del dividendo, e 
fa divisione può sempre ridursi a quella diwt numero 
concrclo per un numero astratto. 

EsF.^iPio I. (Ina somma di 448"" 10""'" 3'''"'"' deve 
distribuirsi a i'* persone; si domanda quanto spelterù 
a ciascuno? Qui trattandosi di decomporre il numero 
proposto io 2&. partì eguali, il divisore è reatmeote uq 
numero astratto, e la divisione si eseguirà come sui 
numeri interi, ma a più riprese, formando di ogni re- 
sto un nuovo dividendo, eoo ridurlo in unità della 
specie seguente ed aggiungervi le unità della stessa 
specie eontenula nel numero proposto, e così conti- 
nuando sino all' uliima specie. 

44 8' 10' Z'^ I 24 

208 I i8' 13» g^i 

1" resto 16 

20 
320* 
10 

2° dividendo. .3 30 
90 

2' resto 18 

12 



3" dividendo. .219 
ultimo resto, , 3 

Si sono divìse &48 lire per 24, e si è ottenuto il 
quoziente 18 lire ed il resto 16 lire; questo resto si è 
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molliplicato per 20 c si sono olteniili 320 soldi, aggiunti 
ai quali i 10 soldi dui numero proposto, gi è avuto il 
2° dividendo 330,?oWj, che ha dato pur <iuozÌunle i3 soldi 
c per resto 18 soldi; questo secondo resto si è ridotto 
in denari moitiplicandulo per 12, al prodotto 216 denari 
si sono aggiunti 1 3 denari del numero proposto, e sièot' 
tenuto il 3" dividendo 219 denari, cfae diviso per 24 ha 
dato per quoziente OjV 

Esempio II. Con 1350 lire, ih soldi, 10 denari si 
sono comprale 58 braccia, 6 soldi, 8 denari di panno: 
si domanda quanto si è pagato per ogni braccio. Cam- 
biando il divisore 58'' 6' 8'' in frazione ordinaria, sì 

avrà e l'operazione sarà ridotta a dividere la pro- 
posta somma di lire, soldi 'e denari, per la Tradone 

cioè a moltiplicarla per 3 e dividerla per 175. La molti- 
plicaùone 8ì eseguirà con le regole già date, e la divi- 
sione col metodo usato nell'esempio precedente. 

'i-28'. Passiamo adesso a dire qualche cosa della divi- 
sione delle quaniità espresse in unità quadrate o cubiche. 
È chiaro in prima ciie il quoziente sarà un numero astratto 
se si tratta di (lividure unità quadrate per unità qua- 
drate, o unità cube per uniià cube; esprimerà unità li- 
neari se dovranno dividersi unità cube per unità qua- 
drate 0 unità quadrale per uniià lineari. Ciò posto, suppo- 
niamo si voglia dividero 32!i.''= 391» 756*" per 18'' 4' G\ 
11 metodo da tenere è il seguente 
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414782111 6263 



10 n-2H Ili 



128IMm 
Ì1478263 
128000 
414T8263 
i81S02fJ3 
1820G03 
7106 
12743 
1079 



Ifl 16XS000 
23328Ò0 
Ì2SUOO 
I 2332800 
17^ 3121 39^1 



_ 729X3200 
40X3200 ~ 



2332S0t 
' 1280UU 



SI 



I ^832 isaoees x 

I 312"! 



400 

2332800 ~ 



Abbiamo ridoilo i nuincri dati in frazioni ordinarie 
dello sleEso denominalore, ed eseiiuìla la divisione sui 
numeratori, e poieliÈ il quozionle doveva esprìmere brac- 
cia quadrale, abbiamo consideralo il dividendo come uq 
numero di braccia quadrale e il divisore come numero 
aslratlo. Trovato il primo resto della divisione espri- 
mente braccia quadrate, abbiamo ridono in soldi qua- 
drati la frazione dì braccia quadrate e per fiu- 
2332800 

ciò invece di mollipìicare il numeratore per 400, gio- 
vandoci di una proposizione già dimostrata, abliiamo di- 
viso il ddnomlnatore per questo numero. Lo stesso pro- 
cedimento abbiamo seguito per ridurre I soldi quadrali 
in denari quadrati. 
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1. Sotto un esani volome l' acqua pena 773 volte più del- 
l' aria. Si domanria il peso di lil, 835,371 d' aria. 

H. Si domanda il peso d'aria spostato da cliìl. ìS03 di 
rame, sapendo che qaeslo metallo pesa 8,167 volle più del- 
l' acqun solto lo slesso volume. 

III. Qiinrili rcnliraelri rulli sono in nna massa di oro 
puro clic codila 7S:t Tr,, sapemio che l'oro pesa, a esiinl vo- 
lume, 19 volle più ileir atqua, e vale, a pDso eguale, 1S,5 volle 
più dell' ar<;{;nlo7 

IV. Qiinl ò il peso (li lil. 32,732 d'acqua n 30% sapendo 
che il volume dell'acqua a 30° è estuale a! prudono del suo 
volume a 4° per la frazione 1,00437? 

V. Una miniera di carlione dà in 18 aiorni 1201 balle di 
carbone ciascuna delle quali conliene eti. 11,23. La spesa 
giornaliera è di fr. 471),?8. Quanto costerà un etlnlilro di 
cari)onef 

VI. Per trasportare il carbone mediante una strada fer- 
rala si pacano fr. 0,097 per tonnellsla e per chilometro. Si 
paga inolire un dirìllo fisso di fr. 2,12 per vasone conte- 
nenie ett 3240. A quanlo verrebbero eli. 28278,69 comprali 
al prezzo di fr. 2,89 l'ellolilro. e Irasporlali medianle la 
strada ferrala a miriamelrì 1S,07? L'ellolilro di carbone 
pesa 82 chilogrammi. 

VII. 1 daLi essendo ^li slcssì di quelli del quesito prece- 
dente, si suppone che il capu ili una fabbrica paghi annual- 
mente alta sirada fenala 2380 franchi per Irasporlare i suoi 
carboni, ad una distanza dì miriam. 2,373: calcolare il numero 
d'etloliiri iraspottali. 

Vili. Il minerale di una fabbrica di pimiibo é sl^Uo ri- 
doUo, mediante preparazioni meccaniche, a conlenere 0,794 
del suo peso in piombo: la fabbrica possiede 4 fornelli, cia- 
scuno dei quali può irallare 1293 chilogrammi di minerale 
in 12<",3S', la perdila in piombo é di 11 per 100 del metallo 
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coDtenato nel minerale. Quanti giorni bisogna lavorare ogni 
anno, adinchè la produzione annuale si elevi a 16000 quin- 
tali di piomho? 

IX. Ailo[l;iiiilo i 'lali del quesito precedeiilG e suppo- 
nendo die il piombi! faLhi iciitoconleuiia 0,000:12 di arsenlu e 
che 0,02 di queslo uri^enLu ei perda nell' operazione mediante 
la quale si estrae dal piombo, quanti fornelli a piomba vi 
bisognano perchè la fabbrica produca annualmente la quan- 
tità di argento contenuta in nn milione di franchi della no- 
stra monelaf (Si suppone che il numero delie giornale dì la- 
voro dei fornelli sia quello che risulta dal calcolo precedente.) 

X. I fili di ferro di prima qualità comportano, senza 
rompersi, un peso di 80 chil.' per millimetro quadralo di 
sezione trasversale, ma non è prudenza di oltrepassare il 
qaarlo di questo limite. Una [;omena di illodi ferro sostiene 
un peso massimo di ciiil. iSOO, qual è il numero telale dei 
fili che si debbono impiegare a comporla, il diametro dì uti 
filo essendo di mei. 0,003 j ? (La soluzione dì questo problema 
esige qualche nozione di geometrìa). 

XI. Cercare la massima comun misura Ira la circonfe- 
renza intera e l'arco di ZH gradi 41 minati 32 secondi ^ 
dì secondo. 

XII. Qaal' è il peso della monria di venti franchi, sa- 
pendo che il valore dell'oro è qoindtci volte e mezzo quello 

di un peso eguale di argento? 

Xill. Il valore del rame, nella moneta di rame, essendo 
quaranla volte mmoi e di quella di un peso eguale d'argento^ 
qual è il peso della moneta di un decimo? 

\ì\. 2T iDoncie di cinque franchi poste l'una accanto 
ali' aUra tauDo un roelro: qual è il diametro di una moneta 
dì cinque fianchi? 

XV. 2 monete di due franchi, e 2 monete di un franco 
fanno nn decimetro. Il diametro delia moneta di un franco è 
i 1^ dì quello della moneta dì due franchi. Qual i il diame- 
tro di ciascuna moneta? 
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Delle grand eiiD proponìoiiBlii 

. fi29. Si dice che due graniJezze sono proporzionali 
l'una all'altra, quando due valori qualunque della prima 
hanno to stesso rapporto del valori corrispondenti della 
seconda. La geometria, la meccanica, la Asica fanno 
conoscere grandezze proporzionali le une alle altre. In 
aritmetica, non si lia per oggetto di dimostrare questa 
proporzionalità; essa si ammette come un Tatto che 
serve alla soluzione dei problemi relativi a queste gran- 
dezze. 

Esempio. Il salario di un operaio è, in generale, 
proporzionale al lempo per il quale s' impiega. La quaa- 
tità di viveri necessaria per un basUmento è proporzio- 
nalo alla lunghezza dui viaggio che si vuole intraprendere. 

i30. OssERVAZiosE. È dillìcile che una grandezza di- 
penda esclusivamente da un'altra; spesso molte circo- 
stanze diverse influiscono sul suo valore. Si dice allora 
che due grandezze sono proporzionali quando cambiando 
una di esse, e tutte le altre circostanze rimanendo le 
stesse, due valori qualunque della prima sono propor- 
zionali ai valori corrispondenti della seconda. 

Esempio. Se si dice: il peso di una verga di ferro 
è proporzionale alia sua lunghezza-, ai suppone che gli 
altri elementi che concorrono a determinare il pRo (la 
larghezza e la spessezza) non varino. 
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431. Una grandezza può mere od vna volta prò- 
porsionale a più altre. 

Perchè ciò possa essere basta che ana qualunque 
di queste grandezze venendo a variare, mentre le altre 
restano co^^tanti, la grandezza considerata sia proporzio- 
nale a quella che varia. 

Esempio. 11 prezzo di una pezza di stofTa à propor- 
zionale alla sua lunghezza, alla sua larghezza e al prezzo 
del metro quadrato della slofTa. 

Delle grandette ioTettameute proporiionali. 

I»32. Si dice che due grandezze sono inversamente 
proporzionali l' una all'altra, quando due valori qualunque 
deir una hanno un rapporto inverso a quello dei valori 
corrispondenti dell'altra. 

ESEMPIO. Se un vascello ha una quantità determi- 
nata di viveri, il viaggio che può intraprendere è inver- 
samente proporsionale al numero di uomini che com- 
pongono il suo equipaggio; cioè che se questo numero 
diviene doppio o triplo, la lunghezza dei viaggio dovrà 
essere ridotta alla metà o ài terzo; se il numero di uo- 
mini diviene i di ciò che era, il viaggio diverrà ì ~ . 

i33. Una grandezza può essere a ma voKa propor- 
zionate a certe grandezze e inversamente proporzionale 
ad altre. 

Esempio. La lunghezza di una pezza di stoffa è pro- 
porzionale al prezzo che vale', inversamente proporzio- 
nale al prezzo del metro quadrato di stoGte e alla lar- 
ghezza della pezza. 

Cioè, che: 

La larghezza restando la stessa come pure la qua- 
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lità della Btoffa, la saa luoghem è proporzionale al 
prezzo che costa. 

La larghezza restando la stessa come pure il prezzo 
della stoffa, la luD|,'hezza è inversamente proporzionale 
al prezzo del metro qtiadriiCo. 

La qualità della stoffa restando la stessa come pure 
il prezzo totale, la sua lunghciza è inversamente propor- 
zionale alla sua larghezza. 

Osservazione, Negli esempii precedenti, la pro- 
porzionalità delle grandezze è o un di presso evidente. 
Per qualcuna di esse, tuttavia, ù dovrebbe fare una 
dimostrazione ; ma qui si tratta solamente di deO- 
□ire il senso delle parole prt^ùnionale e inversamente 
proporxiomle, e non dimostrare che esse convengono 
lo questo o io quel caso. 

RegiJs per Mmotom ae da» gnndeua lano pw p oi M omJi. 

43b. La dimostrazione della proporzionalità di due 
grandezze non appartiene, come t'abbiamo già dello, al- 
l' aritmetica, ma appartiene, in ciascun caso, alla scienza 
che tratta particolarmente delle grandezze di cui parla. 
Alcune grandezze frattanto non si rìrerlscono a ninna 
scienza; tali sono la maggior parte di quelle che ab- 
biamo scelto per esempi nelle palline precedenti. Ora 
indicheremo due principii per mezzo dei quali si potrà 
spesso stabilire la loro proporzionalità. 

1°. Se due grandeaze sono tali, che se ma di esse 
diventa un certo numero di volte piit grande o più pic- 
cola, r altra divenga lo stesso numero di volte pOt 
grande o più piccola, queste due gratuleste som pro- 
porxionali l' una all' altra. 

Aappresentiamo queste due grandezze colle lettere 
As B.SeA diviene un numero intero di volte maggiore 
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0 minore, B diverrà per ipotesi. Io stesso nninero di 
volte maggiore o minore. Fa d'uopo provare che, qua- 
lunque sìeno i valori attribuiti a A, i valori corrispon- 
denti di B saranno proporzionali a loro. 

Supponiamo per esempio che la grandezza A sia 

moltiplicata per ^ e divenga ~- A. Si può concepire 

che il cangiamento si faccia in due volte, e che la gran- 
dezza A divenga prima sette volte più piccola, poi cin- 
que volte piiì grande. Ma allora la grandezza B diverrà, 
per ipotesi, successivamente ~, e ^^^i ^ valore che 

5 5 
corriepoade ^-^ dunque ^ B; ora si ha evidente- 
mente: 

^a:^b\:a:b, 

7 7 

vi Iia dunque proporzione tra i due valori di ^ e i valori 
Gorrispondenti di B, 

2°. Se dite grandesse sano iati, che se una di esse 
diventa un cerio numero di volie pai grondo q più pic- 
cola, l'altra divenga lo stesso numero di volie piò pie- 
cola o più grande, queste due grandesxe sono inversa- 
mente proponionali V ma all' altra. 

Indlctiiamo queste due grandezze colle lettere AeB, 
Se A diventa un mimerò intero di volte più grande o plh. 
piccola, B diverrà, per ipotesi, lo stesso numero di volte 
più piccola 0 più grande. Bisogna provare clie i valori 
di B saranno sempre inversamente proporzionali a quelli 
attribuiti ad A, qualunque essi sieno. Supponiamo iniìllti 

che A sia moltiplicata per una frazione |. Si può concepire 

che il cangiatneoto al faccia In due volle: che A divenga 
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prima poi allora per ipotesi la grandezza B 

diverrà 7X^j po' — : ora si ha evidentemente 

5X/1 ...... 7Xì; 

ì valori di À sono dunque inversamente proporzionali 
a quelli di B. 

lo conseguenza di questi due prlnctpii, per stabilire 
la proporziotialiià di due grandezze, basta esaminare il 
caso in cui una di esse è moltiplicata 0 divisa per un 
numero intero. 

Esempio I. Se si ammette clie per fare un viaggio 
duo, tre.... dieci volle più lungo, 0 due, tre... dieci 
volle meno lungo, vi bisognano due, tre.... dieci volte 
più, 0 due, Ire .... dieci volte meno di viveri, se ne con- 
chiuderà chn la qiianlilà di viveri necessaria è in tutti 
1 casi proporzioEiiile alla durata dei viaggio. 

Esempio li. È evidente che se il metro quadrato 
di un panno è due, tre .... dieci volte più caro, 0 due, 
Ire.... dieci volte meno caro, la lunghezza che si [)uò 
comprarne con una data somma è due, tre.... dieci 
Tolte minore, o due, tre .... dieci volte maggiore. Da cib 
si deduce che 11 prezzo del metro quadrato di panno 6 in 
tatti i casi inversamente propordouale alla lungliezza 
che si può comprarne con una data somma di danaro. 

Regola d«l tis «emplim. 

&35. Dna regola del tre semplice è un quesito nel 
quale, conosciuto il valore di una grandezza, come pura 
quello di un'altra grandezza alta quale la prima è di- 
rettamente 0 invertsamenle proporiiooale, si calcola ciò 
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che diventa la prima pei un nuovo valore attribuito alla 
seconda.. 

Se le dae grandezze sono d[rettamente proporziona- 
li, la regola è diretta: nel caso contrario è inversa. 

Esempio I. Una fabbrica produce annualmente 1500 
quintali ài rame, e consuma hS92 quintali di carbone. 
Quanto carbone consumerebbe se la produzione annuale 
si elevasse a 2755 quintali? 

La quanlilà di carbone che si consuma è diretta- 
mente pri}[iur£Ìonale alia quanlilà di rame prodotta; in 
questo esempio si tratta dunque di una regola del ire 
' diretta. Se rappreseutiamo con x la cercata quantità di 
. carbone ctie si consuma, avremo la proporzione 

1500 : 4892 : ; 2755 ; x; 

da cui si trae 

'~ lóOU 

Esempio li. 25 operai ■ hanno lavoralo 15 giorni 
per fare un cerio lavoro: 17 operai quanto tempo met- 
teranno a fare lo stesso lavoro? 

. ti tempo necessario è iuvei sairieute proporzionale al 
Damerò di operai; in questo esempio la regola è dunque 
inversa. Se rappresentiamo con la lettera x il numero 
di giorni cercato, si avrà 

25:i7::a^:i5, 

da cui si trae 



OssEfiv^oNE. Nei due esempi precedenti abbiamo 
ammessa la propurzionalità diretta o inversa delie-gran- 
dezze considerate. Questa è una sifpposisions cbe deve 
essere considerata come facente parte dell' eaunciaio: 

/ 
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-nell'immensa maggiorità dei casi analoghi questa sup- 
posisione non è interamente esatta. Se cento operai riu- 
niti in Dna fabbrica producono un cerio lavoro, ciascuno 
di tMi privato del soccorso degli altri non ne produrrà 
la centesima parte: spesso anche sarebbe incapace 
lavorare utilmente. 

Bagola del Ire ocmpMtap 

&86. Una regola del tre composta ò on quesito nel 
quale il valore di una quuitità essendo conosciuto , eome 
pure quello di molte altre da cui essa dipende, e a cia- 
scuna delle quali essa 6 direttamente o inversamente 
proparzionale , si calcola ciò che diventa questa quantità 
quando tutte le altre acquistano nuovi valori. 

Esempio. 25 operai lavorando 11"" per giùrm du- 
ranie 18 giorni, hanno inalsato un muro le cui dimensioni 
S071O : aìfezza ^"'.lunf/ficz^aiìS'", sppsse^za l>™,50. Quanti 
giorni b i so iju tiranno a .'W operai che lavorano 10"" ^er 
giorno, pai- inaliare un muro che ha le dimensioni se- 
guenti: altezza 4"', lungheria 210"', spessetza 0'",75? 

In queat' esempio si suppone che il tempo necessa- 
rio sia proporzionale a ciaseuiia delle dimensioni del 
muro e inversamente proporzionale al numero degli ope- 
rai, e alla durala del lavoro giornaliero. 

Ordinariamente i dati di una regola del tre si dis- 
pongono su due linee orizzontali, in modo tale che i due 
valori di ciascuna' specie di grundetza siano 1' uno al di 
sopra dell'altro; cosi, indicando nel quesito attuale 
con X il numero di giorni cercato, si scriveranno le due 
linee seguenti: 

Ialini. Da. (Hinri. Mlam. ZuihiW. Spaum. 

35 li 16 3 1^ 0,50 
33 10 IT JL 210 0,75. 
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Supporremo che, prendendo per punto di partenza 
le diverse ipotest die si trovano nella prima linea, si 
cambino successivamente ì numeri 25, 11, 18, 3, 125, 
e 0,50, nei numeri corrispondenli della seconda linea; 
e cercheremo quali valori ac(]ui5ti il numero dei giOfDi 
in conseguenza di ciascuno di questi cambiamenti. 

Si supporrà in prima che vari solamente U numero 
degli operai, e di 25 diventi 33, e si cercherà ciò cbe 
deve divenire il numero dei giorni di lavoro. Si supporrà 
poscia cbe gli operai lavorino 10'" per giorno invece di 
11, e si cercherà il numero delle giornate necessarie 
dopo questo nuovo cambiiimeato. Finalmente si consi- 
dererà succeseivamente l' influenza di ciascano dei cam- 
biamenti falli alle dimenaiooi del muro, in guisa che vi 
saranno la realtà cinque regole del tre semplici da ri- 
solvere; r ollima darà il rianltalo domandato. 

- Questi diversi quesiti a' indicano ordinariamente nel 
modo seguente: 



Of.T~I. 








ÌM,:ilif::a. 




25 


11 


"is 


3 


125 


0,50 


33 


11 




3 


125 


0,50 


33 


10 


Xi 


3 


125 


0,50 


33 


10 






126 


0,50 


33 


10 




i 


210 


0,50 


33 


10 




k 


210 


0,75. 



In queste linee orizzontali sono scritti i valori cbe 
si suppongono successivamenle ai diversi elementi da 
cui dipende il numero di giorni, e le lettere medianli le 
quali s'indicano i valori corrispondenti di questo nu^ 
mero dì giorni. Cominciando dal valore 18 che è scritto 
nella prima linea, bisogna culcolare ìTi poi x^^ x^, x^, e 
finalmente x cbe i la vera incognita del quello. Ora si 
hanno evidentemente le proporzioni seguenti: 
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18 : a:, : : 33 : 25 
x,\xt: ; 10 : 11 
a:j ; ; ; 3 ; 4 
ie»:xi\ : 125 : 210 
ar» : « : : 0,50 : 0,75, 

Per dedurre da queste progres»tioni il valore di x, il 
metodo più semplice è di molliplicarle termine a termine 
e di sopprimere nel primo rapporto i fultori^ri, x„X3, x^, 
che Bi trovano comuni ai due termini, si avrà cosi: 

18 : m: : 33X10x3X125X0,50 : 25x11x4x210x0,75; 

da coi si trae 

_ 1 8X55^1 1 y 4V21 0X0,75 

Tipo generale delle regole del tre compoftea 

437. Qualunque regola del tre composta è no caso 
particolare del problema seguente. 

Una grai dessa M dipende da molte altre, A, B, 
C . . . . , P, Q, R . . . . ; essa è proporzionale ad A, B, 
C...., e inversamente proporzionale a P, Q, R,... 
Si sa che M ha un valore conosciuto m quando A, B, C . . . , 

P, Q, R sono rispettivamente eguali a(/ a, b, c . . . , 

P, q, r....;c si domanda ciò che diverrà quando 
questi elementi prenderanno i valori a,, h,, c, 
p,, qi, ri.... Invece di cambiare ad una volta tulli 
gli clementi da cui dipende M, si può farli variare uno 
ad uno; il problema si riduce cosi a tanti quesiti par- 
ziali quanti sono clementi a, b, c...,p, q, r.... 
Ciascuno di queati quesiti è una regola del tre sempli- 
ce, giacché si tratta sempre di valutare il cambiamebto 
che prova una grandezza per la variazione di un solo 
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elemento al quale essa è direttamente o inversamente 
proporzionale. 

Questi diversi quesiti s' iodicano ordioariamenle 
ne) modo seguente: 

c p q T 
C p q T 
C p q >■ 
Ci p q r 
c, pi q r 
Ci Pi 9, r 
Ci Pi 9, r,. 

In queste linee ofiizontali sono scritti i valori suc- 
cessivi delle grandezze da cui dipende !a grandezza M, 
come pure le lettere mediante le quali s'indicano i valori 
corrispondenti di m. Ora, per ipolesi, m essendo propor- 
zionale ad a, b, c, e inversamente proporzionale a p, q, r, 
sì hanno evidentemente le proporzioni 



m 






a, 








*i 


Xt 


x„ 


* c 


Ci 


ÌTj 




."pi 


Pi 








9i 




X 




r. 



Per dedarre x da queste proporzioni, il metodo piii 
semplice è di moltiplicarle termine a termine e di s<^- 
primere i fattori x,, x,, x,, x,, x,, che sono comuni ai 
due termini del primo rapporto: n avrà cori 

m\x\\ aX^XcXpiXiiXn : a.Xfi.Xc.XpXifX'-; 
(la cui ai trae 

mXa.X^XgiXpXirX'- 
«X*X«Xp.X?iX'-t 
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Se ne deduce la regola seguente: 

Conoscendo il valore m di una grandeiza come 
pure i valori a, b, c, p, q, r di quantità olle quali essa 
è direttamente o inversamenie proportionalc , per cal- 
colare il valore \ di questa grandezza corrispondente 
ai valori ai, b,, c,, p,, q,, ri di quelle da cui essa di- 
pende, bisogna moltiplicare m per i valori primitivi 
p, q, r delle quantità alle quali è inversamente pro- 
porzionale e per i nuovi valori a,, bi, Ci di quelle alle 
quali è direttamenie proporsionale , e dividere questo 
prodotto per i nuovi valori pi, qi, fi delle quantità alle 
quali la grandetta etreata è inversamente proporsio- 
nale, e pei valori primitivi di quelle alte gualt essa è 
direttamente proporsionale. 

Metodo a ridaiioaa all' nnilk. 

438. Taluni trovano più semplice presentare la teoria 
delle regole del tre in un modo alquanto dilTereiiIe. Ci 
basterà indicare sopra un esempio questo metodo detto 
di ridusione all'untlù. 

Riprendiamo il problema trattato innanzi, e scri< 
vianio, come sopra, i dati sopra due linee parallele: 





On. 


CW. 




Sfolliti,. 


■25 


11 


18 3 


125 


0,50 


33 


10 


X 4 


210 


0,75. 



Il metodo di riduzione all' unità consiste nel calco- 
lare prima ciò che diventerebbe il numero di giorni, 
se lutti i dati della questione divenissero 1' unità, cioè 
se vi fosse un operaio che lavorasse un'ora per giorno 
per costmire nn muro che avesse I" di altezza, 1" di 
largbflua e 1" di spessezza. Fatto questo primo calcolo 
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se ne deduco focilmente il tempo, che corrisponde al 
dati assegnati. 

Se invece di 23 opera! ne supponiamo on 60I0, il 
numero dei giorni Decessario diverrà evidentemente 
25 volte maggiore, cioè 

Se invece di 11"" di lavoro ne supponiamo un'ora, 
il numero dei giorni diverrà evidentcraeole 11 volte più 
grande, cioè 18X25X11. 

Se l'altezza invece di essere 3" divenisse 1", il 
numero di giorni di lavoro necessario diverrà evidente- 



So la lunghezza invece di essere 125" divenisse l*, 

it numero di giorni di lavoro diverrà evidentemente 

... . . 18X25X11 
125 volle minore, cioè — ^^^^ — 

InQne, se la spessezza invece di essere 0",50 fosse 1", 
il numero di giorni sarà evidentemente moltiplicato pel 

rapporto di 1"" a 0^,50^ cioè per e divorrà quin- 
di 18X25X11 
3X125X0,50 

Dunque .J^^^^q^q è il numero di giorni necea- 

sario ad un operaio che lavora un'ora per giorno per 
fìire iin muro ohe ha per dimensioni: l''diaUGEZ8,l°'dì 
lunghezza, di larghezza. 

Se supponiamo 33 operai, il nnmero di giorni 
sarà 33 volte minore, cioè 

18X25X 11 
3X125X0,50X33' 



Se goesti operai lavorassero 10*" per giorno invece 
di una solagli numero dei giorni sarà 10 volte minore, 
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cioà 

_ 18X25X1» _ 
3X125X0,50X33X10 ' 

laflne ae le dimensioni del moro, invece di essere 
1,1,1, divenissero ft, 210, 0,75, si vedrà al modo stesso 
che il numero i!ei giorni di lavoro dovrà moltiplicnrsi 
per gaesli tre numeri, e divenire finalmente 

18X25X1 1 X4X21OX0,75 
3X125X0,50X33X10 ' 

eh' è preciBaraente il risnUato trovato (436). 



I. Una f^randezza proporzionale a molle allre, è propor- 
zionale al loro proitollo. 

II. Se una quanlità è dÌTellamcnle proporzionale a due 
altre, la prima reslamlo Gsaa, le altre due saranno inversa- 
mente proporzionali t'una all'allra. 

ni. Se Olia quantità è d i re tt» mente proporzionale ad 
□n' altra ed inversamenlo proporzionale ad una terza, la pri- 
ma restando fissa, le altre due saranno direttamente propor- 
zionali l'ima all' altra. 

rV. La profondità del pozzo di Grenelle è SùS", e la 
temperatura del Tondo del pozzo 27°,33. La temperatura delle 
cave dell' Osservalorio, siluale a 28"" al disello del suolo, es- 
sendo calcolare la temperatura di uno slralo situalo ad 
una profondila di 2i'l'". Si ammellcrà che l'accrescimenlo di 
temperatura sta proporzionale alla quantilà, per la quale si 
scende sello al suolo. 

V, La sorgente di Chnades-Aigaes [Cantal], dà acqua 
a 88°; calcolare mediante i dati del problema precedente, c 
snpponondo clie si possa assimilare il suolo dell' Aavergne a 
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quello di Parigi, da qnal profoDdilA proviene l' acqua di qnesln 
sorgente. 

YL Una manibltura ba prodotto nel 1849, 26700 quin- 
lali di porcellana; la prodazione nel ISSO si è inalzata 
a 82400. Nel 1S49 si amo coneumali 87000 quintali di car- 
bone e 29S0 quìnlali di caolino, e nel ISSO, 48000 quintali di 
carbone e 4tf00 di caolino: il consumo è proporzionale alla 
produzione? 

VII. I dali es!iendo i medesimi della qneslione prece- 
dente, nel 1849 si SODO pagale 807S-J giornale di operaio, e 
nel 1880, 98785. La ape» per mano d'opera è proporzionale 
alla produzione? 



Hagol* d' inteMate. 

439. Chianin<(i interesse o fndlo il guatiagno che fa 
sul suo denaro chi lo impresla. Questo guadagno dipende 
dalla somma imprestala, dal tempo durante il quale 
s'Impresta, e da aa (erzo elemnnto, chiamalo tassa o 
ragiona dell'interesse, che è l'interesse dì 100 fr; du- 
rante no anno. 

L'interesse è semplice quando -la somma impre- 
stata resta la medesima nella durata dell' imprestito ; à 
composto quando, al termine di ogni anno, l' interesse 
si aggiunge al capitalo per produrre interesse nell'anno 
seguente. 

Il danaro dato in imprestilo si chiama in graierale 
capitale. 11 frullo e l' interesse di un capitale qualunque 
per un anno si chiama rendita. 

Interetri «emplìoì. 

kW. Tulli i problemi che possono venir proposti 
sugi' interessi semplici si risolvono facilmente mediante 
una formola generale, che ci proponiamo di trovare. 

Chiamiamo C un capitale qualunque, 1 11 tempo 
che rimane impiegato (1' unità essendo l' anno), / l'in- 
teresse, r la lassa dell* interesse. 

L'interesse è proporzionale al capitale e al tempo; 
la priraa di queste quantità è ugnale a / quando le al- 
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tre due hanno per valori Cet respettivamente ; inoltre, 
]a prima quantilà è uguale a r quando le altre due 
hanno 100 e 1 per valori rispetlivi. Si ha dunque (^7). 

(') '='^ " 

La fomola (1) permetterà di calcolare una dello 
quantità /, r, C, t, quandi» sieuo conosciute le altre. In 
filiti, da questa Torniota se ne deducono le seguenti: 

(3) C 
(4) 

441. Pboblema I. Trovare la rendita quando sono 
dati il capitale e la tassa dell'interesse. 

Questo problema si risolve medtaitte la forinola (1), 
nella quale si fa 2=1, l=R, rappresentaodo con A la 
rendita. Allora quella forinola diventa 

100 

Esempio. Calcolare la rendila prodotta da un capi- 
tale di 75000 fr. ; la lassa dell' interesse essendo 6 
per 100 (si scrive 5 

Si ha C=75000 fr., i =:5; e quindi 

Regola. Per trovare la rendita di wn dato capi- 
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tale basta moltiplicarlo per la tassa dell' interesse di- 
visa per cento. 

Pboblema li. Calcolare i interesse di un ca- 
pitale impiegato a una data tassa per un dato tempo. 
Questo problema ei risolve mediante la formola 



Esempio. Calcolare l' interesse di 38745 tir. impie- 
gati al 4g durante 15 mesi, cioè 1^ di aono. 



443. Problema III. Calcolare durante guanto tempo 
un capitale dev' essere impiegato a una data tassa per 
produrre un dato interesse. 

Questo problema si risolve mediante la formola 



Esempio. Dopo quanto tempo 22840 fr. posti a 4 g 
per anno, avranno prodotto 1000 fr. d' interesse ? 
Si ha r = 4, C=22840 fr.,,/=1000 fr.; quindi 



444. Pbobleua IV. Cateolare a guai tassa è stato 
impiegato m àoAo et^Uale che in un dato tempo ha pro- 
dotto un dato frtUto. 




100 100 




100X1000 _ 2500 



1 anno, I mese, 4 giorni. 
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Questo problema si risolve mediante la formola 

Esempio. A guai tassa è stato impiegato il capitale 
di 25000 rr., che io tre mesi ba dalo per frutto 400 fr.7 



100X400 _160 " f 
"25000XÌ 26 ' ■ 



445*. Osservazione. L' espressione 

/=r £><.', 
' Af\e, ' 



clic abbiamo trovala innanzi, richiede il calcolo delia 
frazione 2. A quest'oggetto non crediamo inutile aggiun- 
gere la seguenti considerazioni. 

Supponiamo che il capitale di 25000 fr. sia stato 
impiegato pei mesi di Aprile, Maggio e Giuguo e 10 gioroi 
di Luglio alla tassa del 6 g ; l' espressione precedente da- 
rebbe 

^^25030X6X{a^ 1500X^51 = «5,07. 

100 ODO 

n valore di / nell'ipotesi adottala nei problemi 
precedenti che i mesi sono eguali e di 30 giorni ciascu- 
no , sarebbe dato dall' espressione 
,100 



Come si vede,la dilTerenza tra il valore esatto e quello 
approssimato è assai piccola, e questo accade perché se 
da una parte, procedendo a questo modo, sì iroacura 
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qualche giorno nella valutazione del tempo t, dall'altra 
l'anno si considera ili soli 3C0 giorni, il che stabilisce 
un certo compenso nel valore della frazione t. L'errore 
può del resto essere in più o in meno secondo i casi. 

1 negozianti poi adottano generalmente un'altra ma- 
niera per valutare gli interessi, la quale conduce spesso 
ad errori oiaggiori. Essi lobui esprìmono il tempo esat- 
tamente in giorni , ma suppongono l' anno di soli 360 
giórni; io questa ipotesi, e tenendo fermi i dati prece- 
deoll , ei avrebbe 

/ = 1500X^-^=420^3, 

valore notabilmente maggiore di 415,07. 

Osserviamo ora che il valore di / può scriversi 



e quest'ultima espresiioiie dlmoslra i:lie l'interesse dì 
un capiialc al (i% si otliene inoliiplicandu ìa millesi- 
ma parte del capitale pel numero di giorni corrispon- 
denti al tempo in eui è posto al frullo, e prendendo la 
sesta parte del prodotto. Questo modo di operare rie- 
sce molto comodo, quando si traila di calcolare il frutto 
(li diversi capiiali alla stessa lassa del G per esem- 
pio, 57 giorni d'interessi sul capitale 2150, 18 giorni 
sul capitale 15000, 91 giorni sul capitale 3000 ec, si 
calcoleranno aggiungendo insieme i prodotti %k5')<,5T., 
15X18) 3X9^1 «c., e prendendo il sesto della somma. 

Se la lassa è diversa dal 6 g, si calcola prima l'in- . 
tersBse al 6, e al risullamento vi si aggiunge o vi si to- 
glie, secondo le circostanze, una parte aliquota corri- 
bpondente alla differenza delle tasse. Cosi l'interesse 
al H ji per 65 giorni sul capitale 24000, si ha calco- 
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landò 11 6 g ed aggiungendovi la sua quarta parte; ma 
l'interesse al 6 g è -^^^^^ = 260, duoque l' interesse 
al TI è 260-f-^= 825. 

Regola di «noiito, 

hW. Per agevolare le contrallanoni, specialmente da 
UD paese all'altro, sì usano in commercio alcune carte 
dette cambiali o boni nelle quali un negoziante promette 
il pagamento di una somma di denaro alla fine di ua 
tempo determinato. Chi possiede una di queste carte , 
quando è trascorso il tempo stabilito, o come suol dirsi, 
alla geadmsa delta cambiale o del bono, si presenta al 
oegoEiante e riceve la somma promessa i ma se gli bl- 
softoasse il denaro prima della scadenza, potrà ritirarlo 
dallo stesso negoziante, o anche da no altro, rilascian- 
(logliene una parte a titolo d'interesse o guadagno, il 
quale in questo caso si chiama seoido. 

kVl. Nel commercio Io sconto è l'interesse calcolato 
durante il tempo della scadenza sul valor nominale della 
cambiale, cioè sulla somma che si paga alia scadenza; 
e questo modo di calcolare lo sconto si cliiama sconlo 
all' tv fuori. 

Esempio. Una cambiale di 1500 Tr. scade fra cinque 
mesi, la tassa dell'interesse essendo 5 per 100; quale 
sarà lo sconlo all' infuori, se si vuole essere pagali im- 
mediatamente? 
. Lo sconto cercalo è, per convenzione, l'interesso 

di 1500 fr. per 5 mesi o ^ di anno ; esso 6 dtmque 
1600X4X0,05 = 31',25. 
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OssEJiv azioni;. Nell'esempio precedenle,la somma 
pagata cinijue mesi prima del fissato è 1500^— 3i'^,25, 
cioè UtaS^^la; tuttavia il negoziante riliene l'interesso 
di 1500 fr,; dunque la convenzione che serve di base 
alla regola di sconto al di fuori non è giusta. 

448*. Vi ha un secondo modo per calcolare lo sconto 
che chiamasi sconto al di dentro, e che & più razio- 
nale del precedente. Vediamo in che consiste. 

Supponiamo che uno possegga una cambiale la cui 
somma è rappresentala da C, e che scade alla fine del 
tempo i; il possessore di questa cambiale non vuole 
aspettare il tempo stabilito e preferisce essere pagato, 
immediatamente; qual somma gli deve pagare il nego- 
ziante? Sia r la tassa dell'interesse; se il negoziante 
ritenesse la somma C pel tempo t ne ritrarrebbe un frutto 
che perde anticipandola, ed è questo lo sconto che giu- 
stamente gli si deve. Ora, la somma C promessa nella 
cambiale può considerarsi come il valore che acquista 
dopo il tempo ( un capitale x impiegato alta tassa di r^; 
questo capitale x è quello che deve ricevere il possessore 
della cambiale. Ma per la formola (1), l'interesse pro- 
dotto nel tempo t dal capitale x alla tassa di r%,è dato 
da ^ ; dunque deve aversi 




e per conseguenza 



C 



{A). 





Ift-dato dalla formola 



C- 
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Esempio. Supponiamo che usa cambiale di 300 fr. 
scada fra 7 mesi ; calcolare lo sconto al di dentro, la 
lassa essendo 5g. 

; quindi 

_ ?'>OX5Xt^i _&900 _ igf «L 



Della rendita consolidata. 



W9*. Quando un Governo contrae qualche debi- 
to, prendendo denaro a preslito da particolari nego- 
zlanU 0 banchieri, suolti ordinariamente compensarli 
eoa creare e cedere a loro favore una rendita corri- 
spondente aX capitale ricevuto, la qiii)& ei paga a rate 
seme^iJi dal euo teBoro; riservandosi di eeiingtiere 
a poco a poco il capitale secondo che le sue Qnanui glielo 
pertnettooo. I primi pcoprietart di quella rendita sono 
dunque i negoziaoU che banno inatte l'imprestito, aia 
per comodità del commercio è stabilito che essa possa 
cedersi ad altri, restando a cura del Governo di fon 
iscrivere 1 nomi dei nuovi possessori in un apporto re- 
gistro cbe suol chiamarsi Gran libro, aOtncbè godano, 
Invece degli anticlii , de' pagamenti semestrali. La ren- 
dita, delta consolidata o iscritta, diviene quindi una 
mercanzia, che si compra e vende come qualunque al- 
tra, e però il suo prezzo varia a norma delle ricerche; È 
chiaro poi che un tal prezzo rappresenta il capitale corri- 
spondente alla rendita. Il Governo net creare la rendita 
suol destinare anche un fondo annuale per la sua ammor- 
ii*tazione, cioè suole impiegare annualmente una somma, 
stabilita a comprare dai particolari una porzione di ren- 
dita consolidata per annWfar/aoainini»-rjz«ar/a,ed estEo- 
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f uere così a poco a poco il suo debito. Diniinueodo per 
questo motivo d' aoDO in anno la- quanlità della rendita 
in commercio ne aumenta naturalmente il prezzo, pur- 
ché non vi sieno altre cause tendenti a farlo (liminuire; 
come un nuovo imprestilo che facesse il Governo, o pure 
qualche oscillazione commerciale e politica che potrebbe 
porre in dubbio il pagamento {umtuale della Toidilo. 

Le rendite consolidate, oQrendo mi mezzo comodo 
« Eaclle d'impiegare il denaro, sono divenuta in Europa 
no ramo importante di commercio, per la qual cosa ab- 
biamo creduto utile di tratiare qiù appresso le principali 
quesiioni che ad esse si riferiscono. 

L Si vogliono acquistare fr. 114- di rendita iscritta 
al prezzo di fr. 81 J ; si domanda qual somma si dovrà 
sborsare? il prc7.zo che regola le contrattazioni, come 
quello che si logge sui listini della Borsa, suole cor- 
rtsponilere a 5 franchi dì rendila annuale; perciò si do- 
vranno sborsare fr. 81 1 per ogni 5 franchi di rendita, 
ed U costo di 114 franchi dì rendita sì otterrà dalla pro- 
porzione 

5 : 114 : ; 81,75 : x = ^ì^^<ll* z= 1863,90. 

Ma questo calcolo si eseguisce con una regola pra- 
tica semplicissima; si cerca il costo di un franco di 
rendita prendendo la quinta parte del prezzo 8, 1 ? 5 

81,75, che si ha raddoppiando la sua decima 2 

parte, ed ìndi si moliiptica qnd costo pel 16,3 50 

numero 114 indicante la quantità della rea- 114 

dita cbe si vuol comprare. In altro modo, A 6540 
molliplica la decima parte del preczo pel di^-' 1635 
pio della rendita -da acqmstafsi,« si ottiene 16 35 
il casto totale della rendita; cosi 153^ di ren- 1 8 6 3, 9 0 
dna a 99 l importano 9,0875X306 = 3036,1 7 {. 
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Dalla proporKÌone precedente avendosi x =^ 

81,75 X vede ancora che la somma da sborsarsi 

per acqaistare ana data guantilà di rendita si pub cal- 
colare molliplicando li quinto di quella rendita per il 
prezzo di 5 franchi. E considerando io questa moltipli- 
cazione il quinto della rendita da acquistarsi come mol- 
tiplicando, ed il prezzo di 5 franchi come moltiplicatore, 
è chiaro che crescendo o diminuendo un tal prezzo di 
una 0 più unità, il prodotto crescerà o diminuirà di una 
0 più volle il quinto della rendita, cioè per ogni unità 
di aumento o dì diminuzione del prezzo di 5 franchi , 
il costo totale di una data quantità di rendila da acgui- 
siarsi cresce o diminuisce del quinto di quella rendita. 
Infatti , itk franchi di rendita a 82| costano fr. 1886,70» 

e questa somma supera di 22,8——^ il costo degli 

stessi franchi Ili trovato di sopra al prezzo di 81 

Se per 1' acquisto di una data quantità di rendita 
si fosse sborsata una certa somma, e si volesse cono- 
scere il prezzo al quale si è comprata quella rendita, da 
ciò che precede chiaramente appare che bisognerebbe 
dividere la somma sborsala per la quinta parte della 
rendita; o, ciò che vaie lo stesso, dividere il decuplo 
della somma sborsata per il doppio della rendita. ' 

II. Si domanda, quanta rendita iscritta si può com- 
prare con fr. 1863,90 al prezzo di 81 1? La proporzio- 
ne 81,75 : 1863,90 ; ; 5 : a: = 111 risolve il problema, 
ma il valore A'x si ottiene più facilmente cercando, co- 
me sopra, il costo 16,35 di m franco di rendita e di- 
videndo per gtiesto manero la somma 1863,90 da im- 
piegarsi in compra. Per un altro esempio, si vogliano 
impiegare 16&00 franchi in compra di rendita consoli- 
dala a 71» : l' operazione per trovare la quantità della 



CAPITOt-O XIX. 



389 



rendita consisterà ia dividere 16400 per ik,8 (11 quale 
Dumero si ottiene raddoppiando la decima parte di 74) 
ed il quoziente 1108,11 indicherà la rendita clie si può 

acquistare. Ma si avverte che per semplicità di scrittura, 
il Gran Libro non permette se noe l'acquisto di un nu- 
mero intero di franciii di rendila, cominciando da un 
franco. 

III. Si vuol sapere a che ragione s' impiegherà 
il denaro comprandone rendila al prezzo dì 81 | ? 
il valore della ragione si potrà dedurre dalla proporzione 



450. Una somma dicesi posta ad interessi eomposii 
o a moltiplico quando è stabilito che gV interessi che ma- 
turano alla fine di ogni anno si aggiungano al capitale 
e producano insieme con esso il frutto dell'anno se- 
guente, e cosi per più anni successivi sino alla restitu- 
zione del capitale con lutti gl'interessi, ed interessi 
d' interessi riuniti, 

451. Problema I. Calcolare ciò che divenia una 
somma posla a interessi composti durante un dato nu- 
tnéro di anni. 

Indichiamo. questa somma con la lettera C, con r 
la tassa dell'interesse, e finalmente con n il numero di 
anni nel quale la somma C à impiegata. 

L* interesse di C durante il primo anno sarà ; 
per conseguenza la somma C dopo un anno sarà dive- 
nuta 



81f : 100::5:ir = ^ = 6i circa. 



Mmpoiti 
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Quìadi per calcolare ciò che diventa una somma 
dopo essere slata impiegata un anno, bisogna moltipli- 
carla per 1 +-^^. Questa regola è generale; essa dun- 
que si applica alla somma C^l-f--~y^,cAe per conse- 
guenza diverrà alla fine del seconil' anno 

<^('-^TO)(' + i6o) = '^{' + lèi)" 

Continaando a ragiraare nel modo stesso, al vedrà 
che ogni anno il capitale ai moltiplica per il fattore co- 
stante ^1 -H , e che per conseguenza, dopo n an- 

iù, esso sarà moltiplicato per ~^ « guisa che 

il capitale C, dopo essere stato impiegato » anni, sarà 
divenuto: 

452. Osservazione I. Se la somma C non fosse im- 
piegata per un numero intero di anni, la formula (1) 
darebbe ciò ctie diviene la somma durante il maggior 
numero di anni contenuto nel tempo che si tiene impia- 
gata; a questa somma si aggiungerebbe poi l'interesse 
che produce durante la frazione di anso che resta. 

453*. OssEKTAZiOKE II. Rdl'applicfficioiie deRa ftir- 
mola (1) sarà utile Tare oso det logaritmi ; allors si ba 
subito 

(2) /OJ C =r % C-)- R io? (t H- 

Per iare un esempio di questa formola, supponia- 
mo di voler trovare il valore del capitale 125&0 franchi 
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posto a interessi composti, al 5 per 100, dopo 7 aoni. 
La forinola precedente diventa 

log C = hg 12540 -t- 7 log 1,05; 

e si ha 

logmM =4,0982975 

log 1,05 = 0,0211893. 
7% 1,05. =0,1483251 

log e =4,2M5622fi 

(og 17645 =4,2466217 

9 

0,04 

C'= 17645,0* 

Quando n è frazionario, invece dì usare il metodo 
esposto innanzi ('(52) si può fare uso della formula (2); 
la differenza è inseni^ibile. 

Esempio. Qual ò il valore del capitale 125V0 Tran- 
cili, posto a interessi composti al 5 per 100, dopo 7 an- 
ni, 8 mesi? 

Dopo 7 anni il capitale diventa 176V5,04; questo 
nuovo capitale in 8 mesi produce 588,17: dunque dopo 
7 anni, S mesi, U capitale diventa 18233,20. 

Dando a o il valore frazionario '^-t-^i si 'rova 

1^8,40; la differenza è 4,80; questa è una quantità 

relativamente piccolissima; essa è minore di delia 

grandezza cercata. 

464*. OssERTAZioaB III. La formola ^) permette 
ancora di risolvere U'aegoente problema: 

In guanti anni si raddoppia un capitale C posto a 
interessi composti ad ma data tassa? 
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In questo caso si ha C'~2C, c quindi 

dividendo per C e prendendo i logaritmi, &i ha 
da cai 

Vi è puro una regola pralica per risolvere questo 
probluma, utile a conoscere sebbene la sua dimoslra- 
zione dipenda da considerazioni di algebra. 

La regola è la segucnlc: 

Per trovare in guanti anni si raddoppia un capi- 
tale posto a tnoUiplico ad un dato interesse, si divi- 
derà il numero 69 i per guell' interesse^ ed al quoziente 
. 1 

SI aggiungerà ^ . 

Se r interesse è del 5 per 100,lafornioladà lì anni 
e ^l^ giorni, e la regola precedente dà ih anni e 73 
giorni. 

455. Problema II. Qual somma bisogno porre a 
interessi composti, per produrre dopo n anni un dato 
capitate ? 

Questo problema si risolve anche colla formola (1); 
l'incognita invece di essere C è C; e si ha 
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Osservazione. Il problema precedente può eoun- 
ciarsi cosi : Qml è il vaiare attuale di u» capitale B 
pagabile in n anni? 

Se C, C, Il fossero conosciuti , si avrebbe per de- 
tcrmlDare r la forinola 

'°9('+lfo) = ^'"9'^'-'''»'^>- 

Rendile perpetue, Anniialità. 

456. Cna rendila perpetua è una somma che si deve 
riscuotere indefinitamente alla fine di ogni anno. Suppo- 
nendo la tassa dell' iateresee stazionaria ed eguale, per 
esempio, a 5 per 100, un capitale di 100 franchi vale 
nna rendita perpetua di 5 franchi, reciprocamente una 
rendita perpetua di 5 franchi vale 100 franchi. 

457. PaobleuaI. Calcolare il valore dima rendila 
perpetua data, essendo eonoseiìtia la tassa dell' inte- 
resse. 

Sieno a la Eomma che. al deve risGuotero alla fine 
di ogni anno, e r la tassa dell'interesse. Si tratta di 
percare il capitale che produce annualmente a franchi 
d'interesse, cioè una rendila perpetua di a franchi. 
Questo capitale C è dato dalla proporzione 

c: loo: :« :r. 

da cui 

r ' 

tal è dnnqae il valore di una rendita perpetua di a 
franchi. 
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OssERTAZioiDE. 100 fr. eqaival«ido a una remlita 
di 5 fr., il cui prossimo pagamento' ò ancora loDtaoo 
di un anno; il valore precedente di C è dunque an- 
che relativo al caso in cui il primo pagamento della 
rmdita perpetua non deve aver luogo che in ad un 
anno. 

158. Problemi! II. Trovare il valore di ma rendita 
di a franchi per anno, il cui primo pagamento non deve 
aver luogo che dopo n anni. 

Dopo n — 1 anni, il primo pagamento dovrà farsi in 
capo ad un anno; gli altri gli succederanno regolar- 
mente. La rendita perpetua varrà dunque allora (kSìl). 



Sì pud qnindt assimilare questa rendita ad una 
somma pagabile fra n—i anni, il cui valore at- 

tuale è 



459. Una annualità è una rendita pagabile durante 
UB numero UmUato di annL 

PaORLEWA I. Calcolare il valore atiuale di ima an- 
nualità di a pramtó, paghile per n anni, ii primo pa- 
gamento dovendo aver luogo dopo vn anno. 

La lassa dell'interesse si suppone essere di r 
per 100. 

Una annualità pagabile per n anni, può essere con- 
siderata come la dilferenia di due rendite perpetue, Il 
prima pagamento deHa prìma dovendo aver ìaog» fHi 
un anno, e quello della seconda Tra n+l anni. Il valore 



«xioo 



r 
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oaella dilla sasooda (445) ^<ì2ìy, ! . , la dit- 

ferenza di questi due valori 0 

_oX10»jj___l_ 

' I C-w)' 

è dunque il valore attuale dell' annualità. 

400, PnoBLEMA IT. Qml somma bisogna pagare an- 
nualmente per n anni onde soddisfare un debito A, il 
prima pagamento dovendo effettuarsi alla (ine di un 
mm, e la tassa dell' interesse essendo di t per 1007 

Se a indica 1' annualità da pagare, U debito che 
essa può soddisfare è (459) 



si deve dunque avere 



e per eomeguenza 
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461'. Osservazione, I contratti dì prestito ad inte- 
resse sì fanno orUinariamente per un tempo determinato, 
trascorso il quale, il debitore è obbligato a restituire il 
capitale con tutti gl'interessi arretrati, qualora non li 
avesse pagali esattamente alle loro xcadenze. Ma per 
rendere più facile la restituzione del capitale spesso si 
conviene di farla in rate, di cui è definita la quantità e 
l'epoca del pagamento; e siccome in questo caso gl'in- 
teressi, dopo ii pagamento di una o più rate, non rica- 
dono più sull'intero capitale, ma vanno a mano a mano 
scemando, cosi prendono it nome d' interessi a scalare. 
Per esempio un capitale di 8000 franchi è dato ad inte- 
resse col patto dì doversi restituire in quattro rate eguali 
pagabili alla fine di ciascun anno, oltre gli interessi 
maturati; ed in questo modo di contrattazione, qualuQ- 
qae siala tassa dell'interesse, il capitale sarà sempre 
estinto nel tempo stabilito di quattro anni, poiché alla 
fine del primo anno il debitore pagherà 2000 franchi 
pii!! gli interessi calcolati sull'intero capitale, alla fine 
del secondo anno pagherà 2000 franchi più gli interassi 
Bul capitale ridotto a franchi 6000, e similmente per gli 
altri due anni. Se però si conviene che la rata di 2000 
franchi debba essere l' unico pagamento da farei alla 
fine di ciascun* anno, una parte di questa somma sarà 
destinata a sodisfare gli interessi e la rimanente andrà 
in diminuzione dal capitale, ed è chiaro che quest'ol- 
tìma porzione sarà tanto più grande quanto minore è la 
prima, cioè quanto minore è la lassa dell'interesse, 
dalla quale per conseguenza dipenderà pure il tempo 
delia totale estinzione del capitale. Quest' ultima specie 
di interessi a scalare sì calcola mediante l'ultima for- 
mola che abbiamo trovata. Quando è data l'annualità 
da pagare e si vuol sapere in quanto tempo il debito 
sarà estinto, bisognerà ricavare dalla formola anzidetta 
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il valore ài n. Ora si ha 




da cui 



('-lfo)" = 



«Xloo— '•X'i' 



c prendendo i logaritmi 



» log (* + l5o) = ~ («XlOO-rX/l), 



462MI possessore di un capilalc di 10000 franchi, per 
esempio, può riscuoterne una rendila pnrpetiia di 500 
franchi, supposto chela tassa dell'interesso sia il 5 per 100; 
ma può ancora dare questa somma a prestito c conve- 
nire che per un certo tempo gli sia pagata 1' anQuaiità 
di 1000 franchi sino a che il capitale sia esaurito; il 
tempo si troverà mediante 1' ultima formola. É una con- 
venzione di questa specie quella che si fa pei vitalizi. Il 
vitalizio consiste in una annualità che si paga ad alcuno 
durante la sua vita, a titolo di restituzione dì un capi- 
tale ricevuto da lui a prestito ad una convenuta ragione. 
Se li possessore di no capitale potesse conoscere la du- 
rata della propria tìU^ non avendo eredi cai lasciare la 
soa proprietà^ e con essa la rendita che ne' deriva, gli 
converrebbe cavarne od* anQDalÌt& o rendita maggiore, 
e tale che lo rimborsasse mentre vive del suo capitale, 
che si estinguerebbe alla sua morte. Ha quantunque sia 
impossibile determinare la durata speciale della vita di 
un ìndlvidao, dalle Tavole di mortalità si paò desu- 



da cui 
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mere quanto probabìiinenle rimane di vita ad una per- 
sona qualunque di conosciula età. Questo calcolo fon- 
dato sull'esperienza di moltissimi anni e di niollis^^ime 
persone, sii |iuù esser fallace per una data individualità, 
è però sempre esatto nul complesso di molti casi simiti, e 
serve a regolare i contratti di vitalizio secondo l' età ossia 
BtiU)ilire l'annualità, o rendita vitalisia, da pagarsi in- 
vece della rendita ordinaria, corrispondeatemente al capì- , 
tale cbe st riceve ed alla tassa dell' interesse convenuto. 

Nella seguente tavoleila si veggono lo piai colonne 
registrate 1° V età, 2° la corrispondente durata della 
vita, 3° la rendita vitalisia calcolata sul capitale 100 in 
modo che con quella annoalità si compia la restituzione 
del capitale durante la vita probabile stabilita nella se- 
conda colonna. E siccome l' annualità cambia colla tassa 
dell' iolereasef così la rendita vitalizia si è calMdata in 
relaiione della rendita ordinaria convenuta alle dirase 
lasse del 4, 5, e G per "!„■ 
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463'. L'uso di questa tavola non è mollo diflicile. 
Vogliasi pBr esemplala reuOila vitalizia die uaa persona 
di anni deve percepire da un capitale di 2^51) fran- 
chi, supponendo che la rendita ordinaria bì calcoli, nei 
contratti di prestito, alla ragione del i "1^: si cerclii il 
numero 46 nella colonna ànW'E/ù, e nell'inconlro ds:lla li- 
nea orizzontale di queslo numero con la colonna verticale 
del 4 7u si troverà 7,Ó3, die indica la rendila vitalizia 
di 100 franchi per queir età; laonde dovendosi per ogni 
100 franchi esigere franchi 7,53, si otterrà 1' annualità 
domandata calcolandola come una rendila al 7,ò3 per 100 
sul proposto capitale 2450, e si trova iSk,!tS!;, 

Se r età fosse 45 J , è chiaro che a questo numero, 
il quale non si trova nella tavola ma è compreso fra 44 
e 46, dovrà nella colonna del 4 corrispondere una 
rendita compresa pure fra 7,23 e 7,53: e supponendo, 
come è permesso sema errore sensibile, che gli annienti 
della rendita vitalizia aleno proporsiMiaU agli aumenti 
dell' età, si dirà: u» aumento di 2 anni dalA ai6,jta 
ad un aumento di H anni, da 44 a 45j, eom tttomo 
fra loro gli oimenti sulle rendite corrispondenti; cioè 
come V amnento 0,30, da 7,23 a 7,53, tta al quarto ter- 
mine X, che rappresenterà l' aumento da darsi alla reo- 
dita 7,33 afllndiè corrisponda all' età 45^, e dopo avere 
dalla proporzione 2 ; 1 j ; ; 0,30 ; x, dedotto il valore 
d'a;:= 0,225, si aggiungerà a 7,23, e si otterrà la ren- 
dita vitalizia 7,455 corrispondente all'età 45 j sul ca- 
pitale 100. 

Se poi si volesse la rendita vitalizia corrispondente 
air età 4ó l ed alla ragione 4 J , non trovandosi nè l' uno 
nè r allro iloi due numeri nella tavola, si procederà nei 
seguente modo: si troverà come qui sopra la rendita 
al 4 7, corrispondente all' età 45 j, e si avrà l' aumen- 
to a; =0,^5, e la rendita 7,455; questo numero dovrà 
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essere accresciuto alquanto per I' aumento J sulla ragio- 
ne, e supponendo che per una stessa età gli aumenti 
delle rendite sieno proporzionali a (juelti delle ragioni, 
si dirà, 1 di aumento sulla ragione sia ad \ di au- 
mento, come V aumento 0,67 della rendita, .da 7,23 a 
7,90, sia al quarto termine y = 0,67X i = 0,167, che 
indicherà l'aumento da applicarsi alia rcDdila7,'i'55 per 
farla corrispondere alla ragione 4^; la rendila vitalizia 
corrispondente all'età hb\ ed alla ragione W \ sul capi- 
tale 100 sarà dunque 7,622. Sul capitale $t(i50 la rendita 
vitalizia sarebbe 

2450X0,07622=186,74. 

Aggiungiamo il calcolo di alcuni altri issempi per 
chiarir meglio queste idee. 

Caleolo della vendita vltalisla «al eapUale ÌM. 



per l'eli G9 a la rs^^lono i i 

x=! 0,835 
S= 0,310 
ilmdita dalla favola . . = j5.9Q 

Somma . . = 17,015 



per l' dà 75 5 0 li rajjioiiti M j 

2: 1 >::2S,27— 22,^3 :a-= 2,28 
-i : J::25,17— 22,53:1/=^ 0,;s 
Jt«fldtta dalla lavala . . =22,^3 
Somma . . = 2j,2<J 



'i6V. La stessa tavola precedente serve arigolvereil 
problema inverso cioè, dovendo sciogliere, o come suol 
dirsi, alTrancare un vitalizio, si vuol determinare il 
capitale da restituirsi in corrispondenza della rendita 
vitalisia che si paga, dell'età del godente e dell'in- 
teresse del denaro negli ordinari contratti di prestito. 
Sia la rendita vitalizia di 72 franchi, l' età di colui che 



CAPITOLO xnc. 



401 



ne gode 36 anni, e l'interesse del denaro al 6 per 7o- 
Cerchiamo nella tavola la rendita vilaliiia corrisponde 
all' età di 36 anni ed all' interesse del 6 7o, e trovere- 
mo 7,74; c siccome una tal rendita corrisponde al ca- 
pitale 100, è chiaro che se l' annualità che si paga fosse 
appunto 7,7^, per alTraDcare il vitalizio si dovrebbero 
sborsare 100 franchi; onde per trovare il capitate corri- 
spondente alla rendita di 72 franchi si farà la propor- 
zione 7,74 : 72:: 100: m, da cui si desame 37=930,23, 
che è il capitale domandato. Se l' età e l' interesse non 
si trovassero immediatamente nella tavola, liisogne- 
rebbe prendere i quarti proponionali nel modo indicato 
di sopra. 

Regola di locict&i 

hG5. La regola di società ha per oggetto di dividerò 
il guadagno o la perdila di una società commerciale fra 
le persone clic vi hanno preso parte e proporzional- 
mente ai loro diritti rispettivi. 

Esempio. Tre negozianti hanno riunito i loro ca- 
pitali in commercio; il primo ha posto 2500 fr., il se- 
condo 4200 e il terzo 3000 fr. Dopo gualche tempo vo- 
gliono dividere fra loro il guadagno ottenuto, che fu 
di S895 fr. : si domanda guanto spetta a ciascuno? 

È chiaro che tutto il problema è ridotto a dividere 
la somma 3805 in tre parti proporzionali rispettiva- 
mente a 2300, 4200, 30OO; quindi, rappresentando con 
a, y, 5 queste tre parli, si ha immediatamente (347). 

3895X2500 _ _ 3rj!)Ó X 4200 
2500+4200+3000' ^ ~ 2500+4200+301)0' 
3895X3000 
2500+4200+3000* 
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U6Q. Spesso i negozianti che formano società di com- 
mercio Qon impiegano i loro capitali per lo stesso tempo, 
ed allora la distribuzione del guadagno deve farsi avendo 
riguardo a questa condizione particolare. Dimostriamo 
il seguente 

Teorema. Se più negozianti hanno posto in coin- 
mercio dei eapUali C(, c, , Cj, e», durante i tempi 
ti , tj , ts , t, , le loro parti nei guadagni saranno prih 
porsionali ai prodotti c,Xtti c,Xtn CjX'si CtXU- 

Osserviamo che II frutto del capitale Cj, impìef^to 
pel tempo , è uguale al fratto del capitale CiXfi im- 
piegalo per 1 anno; slmilmepte i capitali e,, e», 
impiegati pel tempi t,, t,, produrranno gii stessi 
fìntti che i capitali e,X^ , e,X^ > <!tX^ impEegaU per 
1 anno. Dunque al capitali proposti impiegati per di- 
versi tempi si potranno sostitnire gli altri CiX'i > , 
^sX'i > t'tX't impiegati per Io stesso tempo. Ciò che bi- 
sognava dimostrare. 

EsEHPiD. Tre atsoeiati hanno fatto un guadagno di 
1235S Fr.: il primo aveva posto in loeieià 10000 fr. 
per 3 anni, il secondo 15000 per 4 anni, « il terzo 
8000 fr. per 3 anni : quale dev' essere la parte di da' 

iCMBO ? 

In virtù del teorema Drecedente si tratta di divì- 
dere 12352 in tre parli rispettivamente proporzionali 
a 10000X3, 15000X4 e 8000X2, cioè a 30000, 
60000, 16000 , 0 ciò ch'è lo stesso, a 30, 60, 16, si . 
avrà dunque, indicando con m, y, % le parti, 

,=«^=3«5,84 j=a?!g<l»=,99,,68..., 

,=«?»i><i« = ,8„,«..,. 
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Hegola ooDgitnitai 

467'. La regola congiunta ha per ometto di trovare il 
rapporto di dae quantità le quali non sono paragonate 
immediatamente fra loro, ma hanno reladoni conosciute 
con altre quantità intermedie, dimodoché 11 rapporto 
cercato risulta dalla compoaiuone di più rapporti dati. 
Essa ai applica principalmente al cambio delle monete, 
per cui si chiama ancora regola di cambio. 

Esempio. Si sa die 20 lire toscane equivalgono a 
IT franchi, che 63 franchi eqalvaigono a 60 scellini 
inglesi , 130 scellini a 63 fiorini austriaci, e 27 fiorini 
a 260 reali di veglione di Spa^a; si domanda reati a 
quante lire toscane corrisponderanno ? 

È chiaro che i rapporti contenuti in questo esem- 
pio, si possono rappresentare così: 

1 lira : 1 fhmoo : : 17 : 30 

1 franco ', 1 teellino t T ^ '. 63 

1 scellino : 1 fiorino : ; 63 : 130 

1 fiorino : 1 reale : : 260 ; 27 

1 reale ' l lira ',1 ^ '. 45. 

» r^preseota il numero di lire corrispondenti a k5 reali. 

Moltiplicando queste proporzioui termine a termine, 
si ottiene l'altra proporzione, 

i'xi''Xi"Xi''-xi"X : i''xi"'Xi"'Xi"Xi' 
: : i7X5ox63x26ox« : 20x68x130x27x^5; 

e poiché i due primi termini sono eguali fVa-loro, i due 
ultimi saranno pure eguali fra loro, e si avr& 

I7X50X63X260Xa: = 20X63X130X27X*»; 
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da cut 

" ~ nX80XC3X200 ~ 17XS0X26O ~ 17' 

K 

Qaiadi &5 reali equivalgono a lire florentiae Ih 

Da questo procedimento si desume una regola pra- 
tica gempliuissiiiiu clic può applicarsi a tulli i problenni 
dello stesso genere. Scriviamo i rapporti di equivalenza 
eaunciati nel problema come segue: 

20 lire = 17 franchi 
63 franchi = 50 scellini 
130 scellini =63 fiorini 
27 fiorini = mO reali 
i5 realtà ir lire» 

eguagliamo il prodotto di tutti i termiai della prima co- 
loona al prodotto di tutti i termini della seconda, omet- 
tendo le denominazioni, ed avremo l' eguaglianza trovata 
dì sopra 

20X63X130X27X^5 = 17X50X63X260Xic. 

Quindi si ha la regola : Scrivete i dati rapporti di 
equivalenza una sotto l' altro in modo che il secondo 
termine di ciascun rapporto sia della stessa specie di 
unità del primo termine del rapporto seguente, e con- 
tinuate così sino all' ultimo rapporto di cui il secondo 
termine dovrà rappresentare la quantità incognita, ed 
essere della stessa specie di unità del termine inisiale; 
dopo di ciò dividete il prodotto di tutti i primi ter- 
mini perguello di tutti i secondi termini esclusa la 
qttantità cne 'si cerca, ed il guoxiente esprimerà il va- 
lore di quest' ultima quantità. 

Facciamo un'altra applicazione di questa regola. 
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Si domanda i! rublo d' argento dì Russia che parte è 
del ducato napolitano, sapendosi che 86 ducati equival- 
gono a 425 lire austriache, 42 lire austrìache a 43 lire 
toscane, 134 lire toscane a 21 scudi romani, e 50 scudi 
romani a 67 rubli di Russia? Si scriveranno i rapporti 
come segue. 

86 ducati ~ 423 lir. aust. 
42 lir. aust. = 43 lir. tose. 
134 lir. tose. = 21 scudi rom. 
50 scudi rom. = 67 rubli di Russia 
1 rublo — X ducati 

dai quali si dedurrà immediatamente, 

_ 8ax<2Xl3 jXBO _ 2 ■ 48X2 ■ HX^ . 67X2 • 28 
428X43X21X8'' " 17 .28X43X21X«7 

Un rublo Tale dunque grana 94 

Rogai» dì •nigaaiiHie. 

468. Problema I. Si sono mescolati 80 litri di- 
vino a 0^,75 il litro con 25 litri dì vino a 0^,60. Qml 
è il prezzo di un litro della mescolanza? 

È chiaro che 

80 litri a 0^,75 il litro costano 80X0,75 = 60" 

25 ... a 0,60 25X0.60 == 15 

dunque 105 litri di vino eostano in tutto . .., . 75 tr. 

Quindi dividendo il prezzo totale del vino pel nu- 
mero totale dei litri, si avrà il prezzo medio ài un litro, 
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ossia il costo dì -un litro della mescolanza, che aarà 
franchi 0,71. 

469. Problema II. In guai proporsione bisogna 
mescolare del vino a 0^,80 il lilro con vino a 0^,50 per 
ottenere 100 litri di vino a 0^,62? 

Sopra ogni litro di vino a 0,50 venduto 0,62 si gua- 
dagna 0,12. 

Sopra ogni litro a 0,80 venduto 0,62 si perde 0,18. 

Dunque, aCUncliè non vi sia nè perdita nè guadagno, 
bisogna che, chiamando a; e y le quantità di vino di 
ciascuna qualità, si abbia: 

X X0,12 = y X0,18, ovvero ^ = ^; 
e poiché si ha pure 

il problema si risolverà col metodo esposto nel d° 347. 

470. II prezzo del miscuglio, o lega, di più metalli^ 
fusi insieme si ottiene nello stesso modo; anzi là- ni? 
gola di alligasione faa preso in origine il suo nome 
dalla lega dei metalli. 

V oro e r argento mm si troVano mai puri in com- 
mercio, ma sempre, mescolati eoa una piccola quantità 
dì metallo piò vile, come il rame, ed il rapporto fra il 
peso, della parte di metallo fino contenuto nel miscuglio, 
ed il peso totale di questo, si chiama titolo; cosi una 
verga dì metallo fino combinato con rame per ~ del 

peso totale, si dice al titolo di A, e se la porzione di 

rame è di ~^ soltanto, la verga è al titolo di ec. 

U tittìlo delle monete d'ora e d'argènto ha lo stesso si- 
gniOealo. 
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Vii. Problema I. Si hanno due verghe d'argento, la 
prima al titolo di 0,950, la seconda al titolo di 0,885 , 
guai quantità di ciascuna di esse bisogna prendere per 
avere wi* chilogrammo di argento al titqlo di 0,9007 

Ogni grammo al titolo di 0,885 porla nella lega 
0,015 d'argento di meno di quello che vi bisognerebbe 
perchè il titolo fosse 0,900; al contrario, ogni grammo 
a 0,950 porta 0,050 di argento al disopra della propor- 
zione richiesta. Se dunque bì chiamano a; e y le quantità 
rispettive delle due verghe, vi sarà compenso se 

a;XO,015 = yXO,050, ovvero ^=^; 

OU 16 

e poiché 

ar-+^ = l«'', 

'*t%tta la qaefttione è ridotta a dividere od chilogrammo 
io dM parti proporzionali a 50 e 15: si ha dunque (347) 

»=ì::^=0692...., y=^=«^?3m.... 

D5 do 

V}% Problema li. Si ò ritirata dal eommroio 
una quantità di moaete vecchie per coniarne dell» 
nuove; ed a tale oggetto si sono fusi insieme S3 ehi' 
logrammi di monete di argento al titolo di 0,825, 
ik ehilogrammi di monete dello stesso metallo al titolo 
di 0,910, e chilogrammi i9 al titolo di 0,8i5: si do- 
manda il aiolo della lega, 

È chiaro clie 

23^ a 0,825 contengono dimetaUo fino eh. 23XO<82S 
14* a 0,910 ■ D 14X0)910 

lOf» a 0,848 » 9 lOXO^S 

Jt6* di meseOania conUngono di melaiio fitto. .... 

e siccomo il titolo non è che il rapporto del peso della 



= 18,978 
= 12,740 
= 16,088 
. . 47,770 
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guantiU di metallo Uno al peso tolale, il titolo della lega 
sarà ^=0,852. 



I. In Francia vi sono 8886786^,83 di (erra obe pro- 
dacoBO framento. Il prodolto annuale medio è di S9830062 e(- 
toliiri, e rappresenta un valore di 1102768037 franclii. Cal- 
colare la produzione media di ana proprietà di S^',17, silaata 
in Francia, e il suo prezzo, sapponendo che frutli il S\. 

II. Il suolo della Francia conliene per abitante 1**SS7, 
che si può decomporre nel modo scguenle : 

Produzione di alimcnli e lii vestiario. 0,89 

Boschi 0,40 

Terre incolle 0,23 

Costruzioni, strado, canali 0,04 

Fiumi j mscelii, leghi 0,01 



La snpei^cie lotale della Francia essendo 40863692 ellari, 
si domanda il numero di ettari di terre ìncolt«. 

lU. ta Francia consuma annualmente 67400 quintali 
metrici di rame. Di questa quantità, solo 1000 quintali sono 
prodotti in Francia; le altre nazioni danno il resto, cioè : 



Formare una tavola che indichi, per un quintale di rame 
consumato in Francia, quanto se ne domanda a ciascana 
delle nazioni menzionate di sopra. 



1,87 



Inghilterra. 



43900 
8800 
4i00 
400 
8900 

66400 



Russia. . 
Turchia. 
Spagna. 
America. 
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IV. 11 capitale impiegato iti una fabbrica è di 700000 fr., 
iti cui una melù rappresenta it capitale fisso (macchine e fal)- 
briche), e t' altro è il capitole mobile. Questa Tabbrica pro- 
duce annualmente sms (oDuellate di ferro fuso, che si ven- 
dono al prezzo di 12S ftancU la tonnellata. U costo di 
100 chilogrammi di ferro fuso si distribuisce nel modo se- 
guente : 

Minerale. . 30i»='' a 1' i loO''' 

Colie. . . . 200"' a 2' i lOO'i' f 

Salario degli operai o,;to 

Spese generali e di mantenimento. . 1.!0 

8,70 

Si calcola inoltre 10 per lOO d' inleressi per il capitale fisso 
della fabbrica, e ? per cento per il capitale mobile; qnal è il 
guadagno annuale? Diminuire di una stessa quantità la tassa 
dell'interesse del capitale mobile e quello del capitale fisso, 
in modo da potere aumentare di 10 per 100 il salario degli 
opCTai senza cambiare questo guadagno. 

V. Una fabbrica riduce in ferro 10000 tonnellate di fer- 
raccio per produrre 100 chilogranunt di forro: si spendono : 



Ferraccio 132''' a 12,8 16,18 

Carbon fossile. . 300^ a 1,20. .... 3,60 

Salario degli operai 2,00 

Spese generali e di mantenimento. . . 1^0 



Cotto di ioo efiilojrronuni di ferro, fr. 22,98 

Il capitale mobile essendo di 3u0000 franchi, determi- 
nare a qual prezzo un capitalista deve pagare questa fabbrica 
perchè il suo danaro qli frulli il 13 per iOO, Si supporrà che 
l'Interesse del espilale mobile <:ia calcolato a 6 per 100 e 
che il ferro fabbricalo si venda 237 franchi la tonnellata. 

VI. I dazi diretti sono distribuiti (ra gli 86 dipartimenti. 
Il consiglio generale di ogni dipartimento distribuisce tra i 
diversi circondari la somma di coi ogni dipartimento è im- 
posto : il consiglio di circondario divide a sna volta questa 
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somma tra i-comaiii, e finalmente» in ciascan cornane il 
dazio è dìstriboito Ira gli individui. Supponendo queste 
partizioni proporzionali, la prima alle rendite dei diparti- 
menti, la seconda alle rendite dei circondari, la terza alle 
rendite dei comuni, e finalmente, in uno stesso comune, alla 
rendila degli individui, provare che due individui che ap- 
partengono a diversi dipartimenti, sono imposti proporzio- 
nalmente alla loro rendila. 

VII. La sabbia aurifera che si ricava dalle rive del Reno 
ha una ricchezza inedia di 0,000000232 (rapporto del peso 
dell' oro al peso totale). Il valore totale deli' oro che si trae 
annualmente da questa sabbia è 4S00O fr. Qual è il peso to- 
tale della sabbia sottoposta alla lavatura, supponendo la per- 
dita dovuta all'operazione dì 0,09 {9 per 100)? 

Vili. Le sabbie aurifere della Siberia contengono in 

media ^ zololniks di oro sopra 4000 libbre russe di sabbia. 

Sapendo che la libbra meea oonUene H «tlotnike, è neoe»- 
aario sapere che essa corrisponde a 0*,409» per calcolare la 
goantilà foro oonteoata in 1000 cbllogrammi di questa 
sabbia? 

IX. Le apese necessarie por es trarre il rame da nn quin- 
tale di minerale si elevano a ìi^,lS; si compra una certa qnau- 
tità di minerale che contiene 12 per 100 di rame, al prezzo di 
18 franchi il quintale; il rame perduto nell'operazione ele- 
vandosi ai due centesimi di quello che contiene il minerale, 
quale sari il prezzo del quintale di rameT 

X. n numero dei pdsU presi nei vagoni di prima classe 
di una strada ferrala è stato, nel primo semestre, ^ del 
numero totale dei posti. Questo rapporto si è elevato, do- 
rante il secondo semestre, a |, ed è per l'intero anno 
Dedurre da questi dati il rapporto del numero dei via^a- 
lorì del primo semestre al namero di quelli del secondo se- 
mestre, e calcolare questi due numeri, supponendo che nel 
secondo semestre vi aieno stali 206000 viaggialori di più. 

XI. Un appaltatore dichiara di fornire zavorra in fran- 
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tnmi di pietra per nna lunghezza di via ferrala di il cbilo- 
melrl, alla ragione di fr. 3,90 il metro cnbo. 

La pietra riene a costare nelle pelriere itt.U metro 

cobo. Mediante la rottura, il sno volume è ridotto di Per 

la rottura Bì paga fr. 1,28 per metro cobo di pietra rotta ; e 
per il trasporto alla strada di ferro, compresovi caricamento 
e scaricamento, fr. 0,80 per metro cubo di pietra rolla e per 
cbilomeiro. 

Si domanda a qual disianza media dalla strada ferrala 
debbono trovarsi le petriere, affinchè l'appaltatore faccia un 

guadagno di ^ sul prezzo stabilito. 

XII. Alla strada ferrala da Parigi a Lione le rotaie 
pesano 38 chilogrammi per metro corrente. La lunghezza di 
ciascuna spranga di rotaia è di S metri. 11 prezzo delle rotaie 
per 100 chilogr.immi è 37 fr. La lunghezza da Parigi a 
Toniicrro è di 19S chilometri, e la carreggiala é doppia in 
questo intervallo, cioè formata da due binarli o da 4 rotaie. 

Si domanda il peso totale delle rotaie impiegate per 
formare la carreggiata Ira Tonnerre e Parigi ; il cobo del 
ferro, la eoa densitì essendo di 7,70 ; il n amerò delle spran- 
ghe; il prezzo lolale dei due binariL 

XIIL Un operaio può trasportare ogni giorno in una 
carretta SOO chilogrammi a im chilomeiro. Il prezzo della 
gimnala b dì fr. 2,2K. Si domanda qnanlo costeranno tlOO me- 
tri cubi di terra trasportati a 97 metri, sapendo che ÌI metro 
cubo di ferra pesa 1600 chilogrammi. 

XIV. Un cavallo può trascinare, mediante un carro, 
1200 chilogrammi ; la sua velocità è di eh. 4,2tf all' ora: il 
tempo richiesto per caricare e scaricare è di 10 minuti: il 
prezzo del carro col suo condutlore è di 9 fr. per giorno, e 
la durala del lavoro è di 10 ore. 

Si domanda quanto costeranno 800 metri cubi traspor- 
tati a 0? metri di distanza, il metro cubo pesando ICOO chi- 
logrammi. 
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473. Le regole del calcolo dei nameri interi e decima- 
li, esposte precedentemente, danno il mezzo di trovare il 
risultato esatto di una operazione qualunque da eseguil i: 
sopra questi numeri. Ma spesso non gi ha bisogno di 
conoscere eli e un valore approssimato del risultato; e 
allora fa d' uopo usare metodi più speditivi, che ci pro- 
poniamo esporre in questo capitolo. 

Questi metodi abbreviativi, utiiissimi pel calcolo 
dei numeri inleri o decimali dati esattamente, sono 
necessari per ottenere il risultato di una operazione da 
eseguire sopra numeri incommensurabili di cui non si 
possono avere clic valori approssimali, o sopra numeri 
che risultano da esperienze e da osservazioni sempre 
necessariamente affette da errori. 

klk. Un numero incommensurabile essendo il li- 
mite dei suoi valori approssimati a meno di 0,1, di 0,01, 
di 0,001, ec, può essere considerato come, un nomerò 
decimale di un numero ilHmilato di cifre. Qnindì le re- 
gole ché faremo conoscere si applicheranno a tatti i casi, 
e ci daranno la solanone delle dae questioni seguenti che 
costituiscono tutta la teoria delle appVossimazioni. 

1° Con quale approssimazioTie si può alienere il 
rUultato di una opera:iione da ese(juire sopra numeri 
di cui non si conoscono che valori approssimati? 
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2°, Essendo dati molti numeri capaci di essere 
valutati a meno di ma unità di un ordine qualunque^ 
con quale approssimazione bisógna calcolare ciascuno 
di essi, per ottenere, a meno di una unità di «n dato 
ordine, il risultato di ma (^erosione da effettuare so- 
pra questi numeri? 

Ma prima di procedere oltre, è indispeDeabile pre- 
mettere talune considerazioni di molta importanza. 

&75. Essendo dato un numero decimale JV formato 
da na numero di cifre limitato o illimitato, se si soppri- 
mono tutte le cifre decimali che seguono la n"^, ii nu-- 
mero decimale A che si ottiene sarà il valore di iV a 

meno dì ^ per difetto; e Bi ottiene il valore £ di ifa 

meno di per eccesso, aumentando di una unità l'ul- 
tima cifra di A. Uno dei numeri A e B {i uQ valore ap- 
prossimato di iVa meno di una me7,ia unità dt^l!" or- 
dine n'"""" decimale; sarà A se la (ij-f-l)"""' cifra deci- 
niale dì iV è 4 o una cifra minore ; sarà, al contrario, 
JB se la (n-f-l)"™" cifra di A'è 5 o una cifra maggiore. 
Quello fra i numeri A c B che differisce da iVper meno 
di una mezza unità dell' ordine n"'°" decimale cliiamasì 
abitualmente il valore di N con n decimali. Così, per 
^esempio, quando si parla di numeri calcolali con sette 
decimali , bisogna intendere che questi namerì hanno 
un errore minore di una mezza unità del settimo ordine 
decimale. Quindi, per calcolare un numero con sette de- 
cimali, è indispensabile sapere se 1' ottava cifra deci- 
male ò Etipej:iorc o inferiore a 4, ciò che richiede che 

ai calcoli il numero di cui è parola, a meno di , e 

gaalche volta con un'approssimazione maggiore. 

W6. Il' errore da cut è affetto un numero appressi- 
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malo, sì dice l'errore assoluto di questo nomerò ; qnindi 
l'errore assoluto è uguale alla difTerenza che passa tra 
il numero approssimato e il numero esalto. 

Si chiama errore relativo di m numero approssi- 
mato, il quoziente della divisione dell'errore assoluto 
pel numero esatto. Quindi l'errore assoluto è uguale al 
prodotto dell'errore relativo pel numero esatto. 

II grado di approssimazione di un calcolo è definito 
con precisione non dall' errore assolnto, ma dall' errore 
relativo. Infiittì, non basta sapere, per esempio, che 
nella misura di ima langbcEza si è commesso tm errore 
minore di 1 centimetro, per coQcbiudere die la misura 
6 ben ivesa; giacché questo errore, trascurabile sopra 
una lunghezza di 10 metri, è notabilissimo sopra una 
longheua di 1 decimetro. 

É utile conoscere quale relazione vi ha tra l' er- 
rore relativa di un risultato sumerico e il numero di 
dflre esatte cbe gli corrisponde. Questa relazione risulta 
dal due seguenti teoremi : 

4T7. Teoberu I. Se un mmero è ealcoleUo con m 
cifre esafte, cominciando dalla cifra aignifieativa i. delle 
più alte unità, f errore relativo sarà minore della fra- 

Sleno a 11 numero dì cui si tratta, a. l'errore asso- 
luto, ÌD guisa che a — » sia un valore approssimato con 
m cifre esatte ; sia u l' unità dell' ordine della cifra m"'"* 
cominciaDdo dalla sinistra; si ha evidentemente 

«<!.« e o>fc.lO'^'.tt. 
il 8egno>DOD escludendo l'eguaglianza; avremo 



ciò che Tolevast dimostrare. 
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Esempio. Consideriamo il Dumero esatto 5hGl, 
342376, nel quale conserveremo le sci prime cifre a si- 
nistra, ed otterremo il Dumero approssimato 51^7,3^. 

Qui « < 0,01 , quindi l' errore relativo è < ^ , ov- 

Osservazione I. Tutte le volte che la cifra A non 
sarà conosciuta immediatameiite si polrfi fare uso di un 
altro limite. Infatti è chiaro che se l'errore relativo è 

minore di ^ jq— i ' ^ P'^ ^^^^^ ragione sarà minore di 
1 

10"-'' 

OssERTAZiORE II. Noì abbiamo sapposlo che le m 
prime cifre di a fossero conosciate esattamente ; ma il 
teorema non esige precisamente questa condizione. In- 
ibiti r iaegnaglianza a<|t.u esprime solamente che 
r errore assoluto è minore di dob unità dell' ordine 
della m*"" cifra. Or ciò può accadere, anche quando 
la cifra del valore approssimativo fosse erronea 
di una unità. Così, supponiamo che si prenda il nu- 
mero 3,158 per valore approssimato della radice qua- 
drata di 10 ; poiché 

V10 = 3,16227...., 

l'errore assoluto 0,00427 , sarà minore di 0,01, 

cioè minore di una unità dell' ordine della terza cifra 
del numero 3,158; quindi l' errore relativo sarà minore 

■"ìTÌi?- ■ 

4^78. OssERTAZioNE III. la reciproca (lei teorema 
precedente non è vera. 

Se r errore relativo di on numero è minore di 
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— ' — non ne segue che le m prime cifre del valore 
A . 10 

approssimato di questo numero sieno esatte, e neppure 
che 1' errore assoluto sia minore di una uaità dell'ordine 
della cifra )«"""". 

Icfalli, poiché si ha in generale 
a>/..10'-', 
è chiaro che dall' ineguaglianza 

non si può conchiudere <*<C^- 

Per esempio, sia 0 = 398,234.5. Se si prende per 
valore approssimato 397, si commetterà un errore 
a = i,23&5 .... maggiore di 1 ; mentre 1' errore rela- 

Uto j—^ ' lf ' ' ' ' è evidentemente minore di 5-^. 

300^*0 .... tt . lU 

La reciproca dev' essere enunciata nel seguente 
modo: 

479. Teohgsu. 11. Se l'errore relativo di un vwmero 

di cui la prima cifra è k, è minore di ^^^jj^^^^i 

m prime cifre del valore approssimato di questo numero 
saranno esatte; o, almaiOy qvesto valore non sarà er- 
roneo che di una unità dell' ordine della m*^ cifi'a. 
In fatti, per Ipolesi 

<l^(*+l)10— >' 

ma si ha evidentemente 

o<(*+l)JO— 

dungae 

a<l. 



CAPITOLO XX. 



417 



OssERTASiiOKE I. Siccome A è al più eguale a 9, Bi 
potrà sosliluire al limite il limile più sem- 

plice il teorema precedente si verificherà sempre. 

480. Osservazione li. Supponiamo come Innanzi 
a — 398,23 .... e prendiamo pur valore approssimato 

397A1: l'errore relativo sarà minore di , ^^i : quindi 
' ' 4. 10'^ 

tn=::3, e si vede che la terza cirra 7 non è esatta, ma 
in virtù del teorema precedente potrà dirsi che il valo- 
re 397,41 è erroneo a meno di una unilà. Se questo nu- 
mero 8i voleBSQ ridurre alle sue tre prime cirre (come 
si fa ordinariamente), non si dovrebbe prendere 397, 
poiché r errore deQnitivo supererebbe l'unità. Si com- 
metterebbero due orrori successivi, il primo proveniente 
dall' essere già .'!i)7,'i-f un valore approssimalo, il secondo 
proveniente dalla soppressione delle cifro che seguono' 
(jufilSa dt;llc unilà. Ciascuno di questi errori è minore 
di 1 : ma la loro somma è maggiore di I. 

Tuttavia vi ha un mezzo semplice e generale per 
ridurre un numero alle sue vi primi; cifre commellcndo 
un errore minore di una unità di^H' ordine della m"'™' 
cifra; ed è di aggiungere 1 all' ultima cifra conservala. 
Così, nell'esempio precedente, se prendiamo 398, i due 
errori invece di sommarsi si sottraggono 1' uno dall' al- 
tro; e poiché ciascuno è minoro di 1, la loro differenza 
è a più forte ragione minore di 1. 

Da ciò che precede si deduce la regola seguente: 
$c l'errore relativo di un numero approssimato 

per difetto è minore di (o ancora, se è minore di 
( fc-hijlO""' ' ^ i'tàicando la cifra delle più alte unità), 

27 
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cmservate te tale m prime cifre del numero di cui si 
tratta, avendo cura di aumentare di 1 /' ultima delle 
cifre eomervate -, e il resultato sarà approssimato a meno 
di una wtiià dell' ordine di questa ultima cifra. 

&8i. Sieno a, b^c, più numeri di cui si hanno 

valori approssimati per difetto a — «, b — c — y,ec. 
L'errore assoluto della somma sarà 

o-i-*-|-«-H' . . . — (a— ^+c— r+ . . . ■) 

0 

cioè la aomina degli errori parziali dei termUii a, b, e, ec, 
e il resultato sarà approssimato per difetto. Se gli errori 
parziali /lec., oou fossero lutti nello stesso senso, 
il valore assoluto dell'errore finale sarebbe evidente- 
mente minore della somma a-f^+rH-.... ; ma siccome 
ordinariamente non si conoscono i valori stessi degli er- 
rori a, J3, y, ec, ma solamenle dei limili dei quali i me- 
(tetimi sono minori, non si potrebbe più decidere guul è 
il senso dell' errore fìnale. 

Per non complicare le notazioni, possiamo conve- 
nire che a, (3, ec, indicliino i limili rispettivi degli 
errori commessi sopra a, b, c, ec, e allora diremo che 
r errore assoluto commesso sulla somma a+b-i-c-i- ... , 
è, in tulli i casi, minore di a-f-^+y+ . , . . , e l' errore 
relativo sarà minore di 

M-^-^-^yH- 

a-i-b-ho-i- — * 

Ora chiamiamo m il valore della più grande delle 
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frazioni — , avremo 
0 6 c 



(il segno <^ non escludendo l' eguaglianza), e quindi 
ossia 

iM-jS+y+ . . . . < (a-h6+e+ . . . .)m , 



Dunque, l'errore relativo di ma somma è minore del 

maggiore degli errori relativi dei termini che la com- 
pongono. 

Questo limile è semplice, ma ha 1' inconveniente di 
essere troppo t'i'f'i'l'^i ^ pi^i" conseguenza di non dare 
una i'ioa e>alla del grado di approssimazione ottenulo. 
Così, supponiamo che si traiti di sommare i numeri 2,34 
e 0,07, ambedue approssimati a meno di una unità del- 
l' ultimo ordine, cioè a meno di 0,01. L'errore assoluto 
della somma 2,41 sarà minore di 0,02, e l'errore rela- 
1 
100 

mite dato dall'errore relativo del termine 0,07 sareb- 



Poichè neli' addizione gli errori parziali a, /5, y, ec. 
si sommano, conviene che sieno tutti presso a poco 
eguali tra loro, cioè che i numeri a, b, c, ec, sieno 
tutti approssimati a meno di una unità decimale dello 
stesso ordine. Ter esempio, se i numeri da sommare fos- 
sero a W.S a meno di 0,1, bi= \/3 , c = non 
sarebbe utile calcolare i valori di queste due radici qua- 
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drate con una grande approssimazione, per esempio a 
meno di 0,0001; infatti, se prendessimo 

^/3 = ì ,7320 , V45 = 6,7082 , 

la somma cosi calcolata sarebbe 56,2402, con un 
errore minore di 0,1002; per conseguenza non si po- 
trebbe contare sulla cifra dei decimi , ma solamente su 
quella delle unità; risultato eguale a quello che avrem- 
mo trovato contentandoci di calcolare ciascuna radice 
con una sola cifra decimale. 

&82. Passiamo ora alla seconda questione delle ap- 
prossimazioni numeriche: quale dovrà essere il grado di 
approssimazione di ciascun termine di una somma, aCGn- 
cliè questa somma sia conosciula con m cifre esatte? 

Allìnciiè la soiiiiiia abbia m cifre esalte, l'errore 
relativo corrispondente dev'essere minore di (479) ; 
ma questo errore è inferiore al maggiore degli errori 
relativi dei termini della somma (481); dunque basterà 
che ciascun termine sia valutato a meno di un errore' 
relativo egiuUe a -j^, cioè con m+1 ci^, comin- 
ciando dalla cifra d^lle sue piii alte unità. 

Ma, come alziamo veduto innanzi, questo limite 
del numero delle cifre da calcolare per ciascun termine 
della somma potrà essere troppo elevato, soprattutto 
quando non saranno dello stesso ordine di grandezua. 
Quindi, in questo caso, invece di seguire la regola 
precedente die assoggetta i differenti termini ad uno 
stesso errore relativo, è preferibile di assoggettarle ad 
uno stesso errore assoluto. 

Sia adunque « il limite ignoto clic non deve supe- 
rare questo errore, e indicliìamo con s la somma cer- 
cata, e con p il numero dei suoi termini. L'errore re- 
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lativo della somma sarà mlaore di ^ , e si stabilirà 
s 

V ineguagliaaia 

. e<_L, aaou. .<^-^. 

Nella valutazione di (|uesto limiltt a, si potrà sosti- 
tuire ad s un numero inferiore, approssimazione gros- 
solana di s, ciie rornirà imoiedìatamento l'addizione delle 
più alte unità dei numeri proposti. 

Delle due redole che alibiamo date per valutare il 
grado di appi-ossi mazione di ciascun termine di una 
somma, il primo è il più facile ad applicare, e ai seguirà 
tutte le volte die i numeri da sommare non differiraano- 
molto gli uni dagli altri. 

Esempi : 

1". Debbasi calcolare la somma 

con ire cifre esatte. 

la questo esempio m = 3; seguendo la prima re- 
gola, si dovrà dunque calcolare ciascuna radice con 
quattro cifre esalte, e si trova 

■\/3l== 1,732 , \/M= 6,708 , ■v/167 = 12,92 

la somma 21,3G(> è approssimata a meno di una 
unità dell' ordine della sua terza cifra, cioè a meno 
di 0,1. Le sue due ullime cifre 6,0 possono essere erro- 
nee per molte unità; quindi non si conservano; ma nel 
sopprimerle si aumenta, secondo la regola (&80), d[ 
una unità la terza cifra e si lia per il valore ri- 
chiesto della somma \/3-^\/i5-\-\/iùt riÌ(tlln a tre 
cifre. Essa è approssimata a meno di ^ del suo va- 
lore (S.77). 
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Osserveremo che in conseguenza de] Teorema II (479) 
vTs si sarebbe polola calcolare con tre cifre invece di 
qnallro, e scrivere v/«=6,70, allesocbi la prima ci- 
fra 6 rji qoesla radico supera *+l (* indicando la pri- 
ma cifra della somma, cifra cbo si riconosce suMlo non 
poter superare 2). 

2°. Debbasi calcolare la somma 



■à 81 12111 111309"^177Ìn"^T5«M7 

— -^— i_ 
20720199^216233808' 

em aette cifre esafte. 

I nnnierl da sommare essendo di grandesie diOeren- 
lissime fra loro, bisogna far uso della seconda regola Sia 
« I errore assolalo commesso sopra ciascuna fratone; 
avremo « < j_„ e questa conairiono sarà sodisfalla 
faceado «<;~j . 

Calcoleremo dunque ciascuna fradono con nove ci- 
fre decimali; avremo 

1 = 0,666666666 
A = 0,02i69f 358 
1^1 = 0,001646090 
ns,j = 0, 000130642 
T7™ = 0, 00001 1290 
isilciT = 0,000 00 1 026 
imii9»=0, 000000096 
ilimm = 0,00 0 0000 0 9 



IO. . . = 0,698147177-f-ir;te<J-ì 
Ma questo numero bisogna ridurlo alto sue sette 
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primo cifì'e, la qual cosa si fa amnentando di una unità 
la settima cifra, e si avrà deiluilivameote 

0,6931472, 

per valore approssimato della somma proposta a meno 

Se in questo calcolo si fosse seguita la prima re- 
gola, che sottopone latti i numeri allo stesso errore re- 
lativo, si avrebbe dovuto calcolare la frazione a - , .-lotcac ' 
con nove cifre cominciando dalla cifra significativa delle 
piit alle unitd, cioè eoo diciassette cifre decimali, poi- 
ché le otto prime sono zeri. 



483. Sieno a, b due aameri di cui si vuol calcolare 
approssimativamente la differenza a—b. Per avere un va- 
lore approssimalo per difetto, preoderemo 6 per eccesso 
e a per difetto. Sieoo a—et, 1 valori approssimati 
di questi due numeri, l'errore assoluto della differenza 
sarà 

a_t_[a_a— (6-(-(3)] o a+p; 

gli errori si sommano e l'errore finale è minore del 
doppio del maggiore dei due errori fatti sui numeri aeb. 

Se i valori di a e 6 si fossero presi tutti e due per 
difetto, a — «, b~-{i, V errore della dilferenza sarebbe 
stato « — )3, e per conseguenza, minore del più grande 
dei due errori « e /3; ma siecoiue non si hanuo cliu li- 
miti superiori di », /3 e non i valori stessi di questi er- 
rori, 8' igoorerebbe quato di essi predomioa. 

48&..Se sì volesse calcolare la differenza a-r-b eoa m 
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cifre esatte, quale dovrà essere il numero ddle cifre esatic 
da usare per ci;iscuno dei lennini a e b? 

Sia « il iimite c!ie non devono superare gli errori 
asBoluti di a per difetto e di 6 per eccesso, dovrà aversi 



ossia «<i-^. 
^ 9 in» 



a-ò^ìO" ^2 IO' 

Quindi si calcolerà a per difetto b per eccesso, cia- 
ficuna a meno della frazione o meglio, a meno 

dell'unità decimale immedial.inirnli! inferiore a questa 
frazione. (Poicliè a e b non sono conosciuti esuUameole, 
si sostituirà, in rjUL'sta valutazione, ad a un numero in- 
feriore e a /» un numero superiore approssimati. L'ispe 
zione della cifra delle più alte unità di a e di fr fornirà 
immediatamente questi due numeri). Poi, effettuatala 
sottrazione, si conserveranno le sole tn prime cifre, se- 
condo la regola (480). 

Ora è facile vedere ciò che hisognerehbe fare per cal- 
colare approssimativaaiBnte una espressione della forma 
a-ì-b—c-hd—e. 

Per otlenere il resultato con tn cifre esatte, si cal- 
coleranno suparalamente le somme {a-hb+d) e (c+e), 
la prima per difello la seconda per eccesso, ciascuna a 
meno dell' unità decimale Immediatamente inferiore 
„ 1 a-i-é+d— (c-i-e) „ . . 
2 ■ * operauone si compierà come 

nel caso precedente. 

Moltiplioaiioae. 

485. Teorema. L' errore relativa di un prodotto 
approssimato per difetto è minore della somma degii 
errori relativi dei fattori di guesto prodotto. 
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Consklfiriamo prima il caso di due fattori a, b, ì cui 
valori approssimali sono a — a, i— /3; il prodollo sarà 
approssimalo per difetto e 1' errore assoluto sarà 

ab-{a—oC) (6-/3) o (i|S+ta— k^, 

quantità minore di a^+ba.. Quindi, l'errore assoluto 
del prodotto è minore della somma dei prodotti dì cia- 
scun fattore per l'errore commesso sull' altro. 
Per conseguenza, 1' errore relativo è minore di 

afi-4-&B. a, , ^ 
ab a f>' 

11 teorema è dunque dimostrato per due MIori. 

Proviamo ora che se è vero per im prodotto di p 

fattori a, b, c /, sarà ancora vero per un prodotto 

contenente un fattore m di più. Sieno a, j5, y,. . . K fi, 
gli errori commessi su questi fattori, E l'errore rela- 
tivo del prodotto dei p primi fattori; si ha per ipolesi, 

E <~.~-^T + --^ -^-T- Ora il prodotto abc....lm 

si può considerare come composto di dae fattori abc..,,l 
e m; dunque l'errore relativo di questo prodotto sarà 

minore di ^ + e a più forte ragione minore di 
--Ì-T-S---Ì---' - . +T + - ■ Ciò posto, poiché la propo- 

a 0 C /ih f ir re 

sizione è stala stabilita per un prodotto di due fattori, 
sarà vera per tre fattori; essendo vera per tre, Io sarà 
per quattro, e cosi di seguito; dunque è una regola ge- 
nerale. 

Lo stesso ragionamento applicato all'errore asso- 
luto condnrrebbe a questo teorema analogo : 1/ errore 
assoluto di m prodotto di m fattori approssimati per 
difetto, è minore della somma dei prodotti che si ot- 
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tengono moltiplicando V errore commesso sopra ciascun 
fallare pel prodotto degli m — 1 atlri fattori. Poiché nella 

valutazione di questa somma (« . bc . ac..,.l-\~.,..)y 

si tratta di avere solamente un limite, si sottintende che 
ud a, ^, y, ec, si sostituiranno i loro limiti superiori 
che &000 i soli dati, e ad a, b, c, ec, uurtieri ia ec- 
ceGSO. 



Nella valutarloue della somma (--h^+^-h . . . / 



che è il limite dell'errore relativo, si dovranno per la stessa 
ragione sostituire ad a. b, c, ec, numeri in diretto. 

Se qualcuno dei fultorì, come a, entrasse nel pro- 
dotto col suo valore esalto, si farebbe «^0, e le coa- 
clusionl precedenti sussisterebbero, eoo questa sola mo- 
dificazione che, nel caso di due fattori , l' errore rela- 
tivo del prodotto sarebbe precisamente eguale a. quello 
del Eattore il cui valore è approssimalo. 

486, Si può aocbe assegnare un limite inferiore del- 
l'errare assoluto. E invero, nel caso di due fattori, l'errore 
assoluto è evidentemente magf^iore di (a— a) ^^(b—^)x. 
Estendendo questo limite ii un numero qualunque di 
fattori, si ha questo teorema generale: L'errore asso- 
luto di un prodotto di m faltori approssimati per di- 
fetto, è maggiore della somma dei prodotti che si otten- 
gono moltiplicando V errore commesso sopra ciascun 
fattore per il prodotto degli m—i altri fattori presi 
coi loro valori per difetto. 

487. Se i l'attori a,b,c... sono tutti eguali fra loro, 
r errore assoluto di a" aarà minore di a""' .«, e I' er- 
rore relativo minore di n 5 . Si ha quindi il teorema : 

a 

L'errore relativo di una patema di un numero è 
minore del prodidto dell' errore relativo di questo nu- 
mero per U grado della polenta. 
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- L'errore assolato di a" è poi maggiore di n«(a — a)"~'. 
488. Proponiamoci di valutare, per eBempio, l'errore 
del prodotto 



sapendo che ciascun fattore è approssimato per diretto 
a meao di uoa unità della sua ultima cifra. L' errore 

relativo del moltiplicando è minore di -j^, , e quello del 
moltiplicatore è minore di ^ - ^ - ^ . L'errore relativo del 



prodotto sarà dunque minore di ( , e a più 



forte ragione minore di Dunque (&?9) non si potrà 

contare che ruMc qualtro prime cifre del prodotto, e 
poiché la parie intera avrà precisamente quattro cifre, 
si conoscerà questo prodotto a meno di una unità. 

La moltiplicazione fatta secondo il metodo ordina- 
rio, darebbe sei decimali, di cui neppure una è da con- 
servare. 

4S9. Passiamo alla seconda quìstlone delle approssi- 
mazioni declinali. Si tratta di sapere quante ciTre bisogna 
impiegare in ciascuno dei fattori a, b, c, ec, perchè 
si possa contare sulle m prime cifre del prodotto. 

Sia p il numero dei faltori. Basterà (479) che l'er- 
rore relativo del prodotto, preso con tutte le cifre for- 
nite dalla moltiplicazione, sia minore di (o mioore 

di h essendo la cifra delle più alte unità 

del prodollo). E per questo, la somma degli errori rela- 
tivi dei fattori dovrà essere al più eguale a questa stessa 
frazione. 

L'errore relativo di ciascun fattore resta dunque 
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indeterminato, purché la somma nnn superi (jueslo li- 
mite. Il più semplice è di l'enilerc ciascun errore ìdì'i;- 
riore alla p"'"" parte di questo stesso limile; quìadì si 
porrà 



Cosi l' errore assolato di oiascua Mtore sarà pro^ 
porzionale (presso a poco) a quealo fattore; e, secondo 
la grandezza dì p, sapremo quante cifre bisognerà iai~ 
piegare per ciascun fattore. Infatti, se chiamiamo n il nu- 
mero delle cifre esatte di un fattore e Ala sua prima cifra, 
il suo errore relativo (WT) sarà < ^^^„^, , e quindi ba- 
sterà prendere n in modo che si abbia 7-7^ — ; — , 

Aio ~ p.lv 
cioè, (supponendo che il segno ^ non escluda l'egua- 
glianza) se A > oppure se k , basterà che 
sia n = m-i~l; se A>p(A-l-l), si potrà fare n=m; 
&o p<^ÌO e h <ip, ai prenderà «=»n-2: onde potre- 
mo enunciare la regola pratica seguente. 

Basteranno m+l cifre per qualunque fattore la tnii 
prima cifra sarà ugìiale o supcriore a p [0 a ^^*^^~^7 
se può farsi uso di k. Basterebbero anche m cifre per 
un fattore la cui prima cifra fosse eguale 0 superiore a 
J'(*+i)3- ■ 

Nel caso eontrario, si adopereranno m+2 cifre. 

Se si trattasse di due fattori a. b, di cui uno, b per 
esempio, sia preso col suo valore esalto, si deve foro 
^ = 1 , cioè a dire si deve soddisfare all' ineguaglianza 
~~'^7t — ^4»— ! • questo caso , basteranno sempre 
»i-f-l cifre per a. 



* 0 y ^1 ^ 
— , — ec. <r ovvero <■ 
a b c ^p.lO" 
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490. L'esempio seguente moetrerà quali precauzioni 
bisogna prendere e quale ordine fa d' uopo seguire nelle 
operazioni. 

Proponiamoci di calcolare con tre cifre esatte, o ciò 
ch'è lo stesso, a meno di 0,0t dei suo valore, il prodotto 

(v'3-ì-2;ìV«~i}(v/8-i-i). 

Si ha. p = 3^ m = 3, e poicliè la prima cifra di 
eiascua fattore è eguale- o superiore a p, basterànno 
m-hi 0 4 cifre per ciascuno: si prenderà dunque 

= 3,13%\/iS~i = 8,708, = 3,828; 

c indicando con P il prodotto richiesto, la cui parte in- 
tera avrà evidentemente due cifre, si potrà porre 

(1) /':=3,73-2><5,-08)<3,8284-f, £<j^- 

Ciò posto, se le due iTioltÌplicii?,ioiii successive si 
effettuassero nel modo ordinario, si troverebbero fmal- 
Qicnte nove cifre decimali, delle quali bisognerebbe con- 
servare una sola. 

Per abbreviare questi calcoli, la prima quislione 
che si presenta è di sapere quante cifre è utile conser^ 
vare nel primo prodotto parziale, quello di 3,372 per 
5,708. Ora, se consideriamo il prodotto P — £, 0 

(A) (3,732X-V08)X3,828, 

aìtra?.ion faUa ilai radicali proposti, ubìiiamo iiisogno di 
conoscere i! suo \aIorc a[ipru,-^si(ii;ilu con tre cifre esatte, 
e fìi più, bisoijnerà che riducendolo a queste cifre sola- 
mente, sappiamo se questo valore resta approssimato per 
difetto, affine di potere compensare 1' errore e aumen- 
tando r unità della terza cifra. 
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Bisognerà dunque operare cnme se si dovesse assi- 
curare al prodotlo {A} una ciTra esalta di più, in tutto 
quattro cifre. Or questo prodotto si compone di due fat- 
tori, di cui uno solamente (3,7^X5,708) sarà preso 
t^rossimativamente. Dunque bastei^ clie quesl' ultimo 
aia calcolalo con m+1 o cinque cifre, e poiché esso avrà 
evidentemente due cifre nella sua parte intera, ci arre- 
steremo alla cifra dei biillesimì. Così si trova 21,302 per 
valore approssimalo del numero (3,732X&)70S)i c resta 
a moltiplicarlo per 3,828; il prodotto (di cui scriviamo 
le sole quattro prime cifre) è Si^bk .... Si ha dunque 

3,732X5,708X3,828 = 81,54,. »<-^i 

e, se riduciamo questo prodotto alle sue prime Ire cirre, 
viene 

3,732X5.708X3,828 = 81,5+/3, ^ <_|^+^-^< ^. 

Finalmente se questo valore si riporta nell'egua- 
gliania (1), si ha deilnitivamenle 

Dunque il valore del prodotto (\/34-2)(v'35— 1) 
a meno di del suo valore , è 81,6. 

MoltiplioBilone abbreviata. 

491. Quando si vuole avere, con un'approssimazione 
data, il prodotto di due fattori conosciuti esattamente, 
e composti di un graa numero di cifre, l'operailooe 
ordinaria può rendersi molto più semplice. 
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Proponiamoci 6ì calcolare il prodotto 
50,76948X32,98375, 

a meno di 0,001 del suo valore, cioè con quattro cifre 
esatte. Poiché lo parte intera avrà evidentemente quattro 
cifre, ci arresteremo a quella della unità; ma è chiaro 
che per potere rispondere della cifra della unità del pro- 
dollo, bisognerà conoscere i decimi di ciascun prodotto 
parziale, a causa delle unità ciie questi decimi possono 
fornire. Quindi ciascun prodotto parziale sarà calcolalo 
a meno di 0,1. Per quest'oggetto, ià dà ordioariamenlfl 
al calcolo la seguente disposinone: 

50,7 69 48 
5738923 
J 52307 
10152 
4563 
&00' 
1 5 

prodotto — 1 0 74,37 

S' inverle l'ordine delle cifre del molliplicalore, 
che diventa 5738923, c si scrive a queslo modo, in 
guisa die la cifra 2 delle sue unità sia posta sotto la 
cifra 6 dei centesimi del moltiplicando (in generale, al 
disotto della cifra del molliplicando che esprime unità 
Mnfo wUs minori dell' unità che indica l' approssima- 
zione cercata). Da questa disposizione risulta die cia- 
scuna cifra del molliplicatore corrisponde a quella del 
molliplicando, il eoi prodottb per questa cifra dà cente- 
simi. Ciò posto, 8i moltiplica il moltiplicando per cia- 
scuna dfra del moltiplicatore, cominciando ciascuna 
moltiplicaKìone dalla cifra del molliplicando che è al di- 
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sopra della cifra dfil molliplicalore. Cosi, per il primo pro- 
dotto parziale, si ila riguardo alla sola parte 50769, e si 
ottiene 152307 centesimi. Pel secondo prodotto parziale, 
si adopera la sola parte 5076 che moliipHcata per 2 dà 
10152 centesimi. Ci fermiamo all' ultima cirra del mol- 
tiplicatore che ha la sua corrispoadente superiore nei 
moltipiicando, cioè alla cifra 3, la qaale dà per quinto 
e ultimo prodotto parziale 15 centesimi. Infine, som- 
mando tutti questi prodotti si ottiene i&lk^. 

Per apprezzare 1* errore commesso, osserviamo che 
ciascun prodotto parùale è approssimato a meno di un 
numero di centesimi indicato dalla cifra che ha servito 
da moltiplicatore. Goal, il prodotto parziale J62307 cen- 
tesimi è approssimato a meno di 3 centesimi ; giacché la 
parte trascurala del molliplicando è minore di una unità 
dell'ordine dell'ultima cifra impiegala 9; e giiesla unità, 
moltiplicala per la cifra 3 del moltiplicatore darebbe 
3 centesimi. Quindi, l'errore commesso sulla -somma dei 
cinque prodotti parziali è miuore di 

0,01)<(,'{-i-2+9-i-84-3) 

ma questo non ò ancora il limile dell'errore totale, per- 
chè bisogna tener conio della parie 70 trascurala nel 
moltiplicatore. Or questa parte è minore di una unità 
dell'ordine dell'ultima cifra impiegala 3; e questa 
unità, moltiplicala per la cifra 5 del moltiplicando, da- 
rebbe un prodotto eguale a 5 centesimi con un errore 
minore di 1 centesimo. Dunque 1' errore che risulta dal 
■trascurare le cifre del moltiplicatore che non hanno 
corrispondente superiore nel moltiplicando, è minore di 
{5-t-l) centesimi. 

Quindi l' errore totale del prodotto 167^,37 ha per 
limite. 

0,01X(a4-2-}-9+8-t-3+5-hl) ovvero 0,31. 
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Ora, se questo prodotto si riduce alie sue quattro 
prime cifre, si commellerà un nuovo errore di 0,37 
che, aggiunto al limile precedunle, darà 0,08 1, Dun- 
que ÌGl't è il valore per difetto dol prodotto cercalo a 
meno di una uuilii. 

Nel caso in cui l'errore proveniente dalla ridu- 
zione del prodollo alle sue prime quattro cifre, aggiunto 
al limite dell'errore precedentemente ottenuto, avesse 
dato una somma maggiore di 1 , si sarebbe preso 1G75, 
conformemente alla regola {i80). 

Osservazione^ Se il moltiplicando non si fosse 
prolungalo verso la destra, al di là della cifra 9 alla 
quale corrisponde l' ultima cirra a destra dei moltiplica- 
tore, in guisa che la parte ^8 non foase esistita, il pri- 
mo prodotto parziale 152307 non sarebbe etato erroneo; 
e per conseguenza, nell' espressione gìh trovata del li- 
mite dell'errore, la cifra 3 che ha servito da moltipli- 
catore a questo prodotto parziale sarebbe scomparsa dalla 
somma (3+24-9-4-8 ), e il limite dell' errore si sa- 
rebbe ridotto a O,0iX(2+9-i- -f-5+1). 

Se il moltiplicando si riducesse a oOi'jfì, comple- 
terebbe scrivendo un i^ero alla difslrii di (i, aflìuriiè la 
cifra 3 del molliplicaiore avesse la sua corrispondente. 
Ma allora si vede che i (I[ie primi prodotti parziali ces- 
serebbero di essere erronei, e per conseguenza i loro 
molliplicalori 3 e 2 non comparirebbero più nel limite 
deli' errore che si ridurrebbe a 0,01X(9+8+3+5-f-l); 
e così di seguito. 

Nel modo stesso, se il molliplicaiore non si fosse 
prolungato verso la slnìslra, al di là delia cifra 3 alla 
quale corrisponde la prima cifra del moltiplicando, in 
guisa che non vi fosse la parie 75, si sarebbe dovuto sop- 
primere (5+1) dalla somma precedente, ciò che avrebbe 
diminuilo di aUrettanti centesimi il limite dell' errore. 

58 
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Da ciò che precede, si couchiude questa regola ge- 
nerale per appreL7.;iro, il grado di errore che comporla 
il melode della molLiplica/jone abbreviala: 

Si fa la somma delle cifre del moltiplicatore rove- 
sciato eominciando dalla prima cifra a destra, il cui 
corrispondente moltiplicando è seguito da una o più 
dfre signip:ative , sino all'ultima di quelle che hanno 
tm eorritpondeiUe moltiplicando; e, se il moltiplicatore 
si pnimga a sinistra del moltiplicando, si aggiunge 
a qaetta somma la prima cifra a sinistra del moltipli- 
cando, aumentata di i, — Poi si moltiplica il tutto 
per l'vtùtà inferiore di due ordini a qntlla che rap- 
préte^ r approiiimasione domandata. Il prodotto 
che ne ritulta è un limite tt^eriore dell' errore com- 
messo. 

Finché il numero dei prodolti paraali non supe- 
rerà 10, la somma delle cifre del molliplicatore e della 
prima cifra del moltiplicando, più 1, sarà al più eguale 
a {9X10+9-)-*) 0 Ps"" conseguenza, l'errore com- 
messo sul prodotto telale sarà minore di una unità del- 
l' ordine che segna 1' approssimazione ricliiesla. 

Se il numero dei prodotti parziali superasse 10, 
r approssimazione potrebbe non essere più suflìcieule. 
Blso^rebbe allora "avuiizare di uu posto verso la de- 
stra il moltiplicatore, in guisa che ciascuna delle cifre 
di questo fallore venisse a trovarsi sotto quella del mol- 
tiplicando il cui prodotto per quesla cifra dà uoità infe- 
riori di tre ordini all'unità che indica l' approssima- 
zione richiesU, Si sotlioiende che se il moltiplicando 
non avesse abbastanza cifre verso la destra perchè le 
cifre del molll[dicatore possano essere poste secondo U 
regela precedente, sì oomplelerebbe il moliiplicanda 
scrìvendo dei zeri verso la «la destra. 



435 



2^92. Teorema. V errore relativo di un quosiente 
approssimalo per difetto è minore della sotiana degli, 
errori retativi dei suoi due termini. 

SieDo a— a, A+JS, i valori approssimali dei due 



Questo lìmite è uguale a quello trovato per la mol- 
tìplicadoue ; e questa coiucidenui si spiega agevolmente 

considerando | come 11 prodotto di a per i . 

493. Se 11 divisore b fosse preso col suo valore esat* 
fo, bisognerebbe fa<e^ = 0,e l'errore relative del qae- 
ziente sarebbe precisamente eguale a queUo del divi- 
dendo ; se il dividendo è quello che è preso esattamen- 
te, l' errore relativo del quoziente sarà minore di quello 
del divisore. 

Se si tratta di una frazione propriamente detta, i 
cui due termini sieno calcolali a mono di una mezza 
unità, ai avrà 



termini del quoziente ^ . L' errore assoluto sarà 




e dividendo P^' t i bì vede 



«<*, »<i, P<i-, 
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l'errore aasolulo del quoziente{W2)saràminoredii 

e a più forte ragione, minore di |. 

49i. Proponiamoci ora di determinare in generale 
quante cifre bisogna impiegare nei termini a e b, alfin- 
cbè eì possa contare sulle m prime cirro del quo- 
ziente -7 . 

0 

È sufBcente che 1* errore relativo del quoziente sia 

minore d! -~ (479), e poichà esso 6 minore della somma 

degli errori relativi di a e di 6 basterà che questi sieno 

ambedue minori di — 

2 . 10" 

Dunque , tuite le volte che la prima cifra a sini- 
stra di n 0 di b supererà 1 , basterà calcolare questo 
numero con m+1 cifre (W7); alirimenti, se ne pren- 
deranno ra+2. 

Si deve osservare che m+l cifre basteranno sem- 
pre quando il valore di un solo dei termini a o 6 sarà 
approssimato, e 1' altro esatto. 

495. Facendo uso della prima cifra h del qnodenle, 
cifra che si può spesso conoscere immediataaiente, si 
abbassano i limiti ctie abbiamo assegnali, Io fatti, per- 
chè si pos^a contare sulle ni prime cifre del quodenfe, 

basta che 1' errore relativo sìa minore di — — , .„„ , ; 

(A^-l) IO"-' ' 

e per conseguenza, che gli errori relativi di a e di 6 sicno 
inferiori a . Dunque se k non supera 4, 

anche quando la prima cifra a sinistra di a o 6 fosse 1, 
basteranno sempre m+l cifre per ciascun termine. 

Non si debbono impiegare nH-2 cifre, se ma 
quando la cifra h supera 4,- e che al tempo stesso la 
nrima cifra di a, o di 6^ è uguale a 1. 
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Quando la prima cifra di uno dei termini egua- 
glierà 0 supererà (o eemplicemente k-\-i, se 

l'allro termine è preso col suo valore esalto), m cifre 
basteranao per questo termine. 

496. Beciprocamente, se a e 6 sono dati approssima- 
tivamente, ciascuno con m eìtre, si potrà sempre contare 
sopra m— 2 cifre del quoziente, cominciando dalla prima 
cifra signiflcativa a sinistra; e anche, si potrà contare 
sopra IR — 1 cifre, tutte le volte che le prime cifre di a 
e b supereranno 1, o che la prima cifra k del quoziente 
non sorpasserà i. 

Nel caso in cui a'e 6 non saranno dati con lo stesso 
numero di cifre, si prenderà per m il numero delle cifre 
di quello che ne ha meno. 

Esempio. Calcolare con tre cifre esatte il raggio di 
una circonferenza la cui lunghezza è espressa d;a 

Il valore del raggio è e si ha 

Vit = Ì,T320, 27r = 6,283 

Dividendo 17 per 6, si vede subito che la prima ci- 
fra k del quoziente è 2. Per conseguenza (495) baste- 
ranno ni 0 tre cifre pel divisore la cui prima cifra è fi; 
c per il dividendo la cui prima cifra è 1, si prenderanno 
m+1 o i cifre. I valori approssimali di v'3 e di 2jr che 
entrano nel calcolo, saranno dunque rispettivamente 

1,732 e 6,29. 

Dividendo 1732 per 629, si trova per quoziente 275...., 
astrazion fatta dall' ordine delle uuità che rappresenta. 
Infine, si aumenterà di tina unìlà la terza cifra, e 
rimettendo la virgola si avrà 0,276 per il valore cercato 
del raggio, a meno di un millesimo dell'unità lineare. 
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497. Quando il flividendo c il divisore sono composti 
di un gran numero di cifre, non è nece=sario, per avere il 
quoziente con una dala approssirnuKÌone, di conservarle 
tutte sino al termine dell'operazione ; ma si possono ab- 
breviare ài molto i calcoli mediante il seguente metodo. 

Sia proposto di calcolare il quoziente 

190027295.46 



(4) 



147356,785 



a meoo di 0,0001 del suo vatore, cioè con cinque cifre 
esatte. Basteranno m+S o sette ciiye, tanto al dividendo 
ohe al divisore (494); non consideriamo le vli^ole, 
poiché sarà facile tenerne conto alla Qne del calcolo, e 
aumentiamo di una unilà la settima cifra del divisore 
affinchè il quoziente sia approssimato per difetto. La 
questione è ridotta a calcolare le cinque prime cifre in- 
tere 0 decimali del quoziente 

^ ' 1473568' 

i coi due termini saranno considerati come numeri esatti, 
e sappiamo che questo quoziente sarà approssimato per 
difetto a meno di una unità dell'ordine della sua quinta 
cifta. Ecco il quadro delle operazioni : 

467 

1906272 1 473568 
4327040 129364 
1379904 
53691 
9489 
639 
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La regola ordinaria non riceve alcana modificazione 
per le due prime cifre del quoziente. Cosi, dopo aver 
trovai? la cifra 1 e il resto 43270^i>, si è aggiunto nn 
zero alta destra di questo resto, e una seconda divi> 
sione ha dato Ib cifra 2 col resto 1379904. Restano a 
trovare tre cifre, che sono le tre prime cifre del quo- 
ziente ;f3!t?gri , e ai sa che per ottenerle esattameate 
l»7tIabD ^ 

non è necesBarlo conservare sette cifrei^al divisore ; ba- 
9terebbero le prime iiuattro fioichfr it dividendo 

1379904 è considerato come esatto, e che il divisore 
solo sarà alterato. Ma, affinchè gli errori che vanno 
accumulandosi nel corso del calfcolo non possano ren- 
dere dubbia la quinta cifra del quoziente rii-hieslo, 
si sopprime solamente l'ultima cifra 8 del divisore, 
avendo cura di sostituire alla peuuitima la cifra su- 
periore di una unità, 7, i^lic si scrive al disopra, cioè 
si divide ia7*J!)0'i. per l.V73o", A qiieslo modo, il quo- 
ziente sarà i^eiiipre approssimato per diretto, e l'errore 
possibile sarà minore di una unità inferiore di due or- 
dini all' unità della quinta cìl'ra del quoziente. Ladit isioue 
di 1379904 per U7337 dà la cifra 9 e il resio 53691. 
Ragionando ^u questo re^to come sul precedente, siamo 
condotti a sopprimere l'ultima cifra dal nuovo divisore, 
che si riduce a 14736, e a dividere per questo numero 
11 resto 53691. L'errore che risulta da questa nuova 
sempliclzzazìone è dello stesso senso della precedente, ed 
ha anche per limite 0,01 dell* unilà delia quinta cifra 
del quoziente, SI trova così la cifra 3, e II resto 9483, 
che diviso per 1471», dà )a quinta cifra 6. Per valutare 
l'errore che proverrà dal rigettare la frazioiie comple- 



dividendo 639 per 148 ; questa cifra è 4. Ciò posto, 1,2936 
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è i! valore approssimalo per diTelfo del quozienle (ff), a 
meno di una unità dell' ordine della quinta cifra. 

In fatti, se s' ìndica con u questa unità, si ha suc- 
cessivamente 



Questa serie di eguaglianze fa tnanirestà l'accumula* 
aone degli errori, e si può con chiuderne che, finché non 
vi saranno da calcolare più di dodici cifre pel quoziente, 

l'errore finale sarà minore di Vì~ o di ^4 dell'unità 
100 10 

dell'ultima cifra; ma bisogna aggiungervi l'errore pro- 
veniente dall' aver trascuralo la frazione compi ementa- 
ria. Neil* esempio che ci occupa, la prima delle cifre 

che dà questa frazione è uu e questa cifra rap- 
presenta unità eguali a — : dunque l'errore (otale che 
affetta il quoziente 1,3936 è minore di 



e a più forte ragione mioore di u. Ciò che bisognava, 
dimostrare. 

Ritomianio infine al quoziente (A); conformemente 
alla regola del n" 480, dovremo aumentare di una unità 
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r ultima cifra del quoziente precedeDle, e , ricoeltendo la 
vìrgola al suo posto, avremo 

1293,7 

per il valore approssimalo elio si voleva oUenerc. 

Avendo cura, come I' ablMamo prescritto, di au- 
mentare di una unità la penultima cifra del divisore, al 
tempo slesso clic si sopprime l'ultima, tulli i quozienti 
successivi saranno approssimali per diretto, e uon è 
possibile incontrare 10 per quodenle di uoa delle divi- 
sioni parziali, ciò clie potrebbe al contrario accadere se 
non sì prendesse la precauzione indicata. 

Begolì. generale. Quando il dividendo e il di- 
visore sono composti di vn gran numero di cifre intere 
0 decimali, e che si vogliano solamente ottenere m ci- 
fre esatte nel gtiosiente cominciando dalla cifra signi- 
ficativa delle piit alte unità, si conservano le sole m+3 
prime cifre del dividendo e del divisore, e non con- 
siderando le virgole, si calcolano come all'ordinario 
le due prime cifre del quoziente. Ciò fatto, si sopprime 
ì' nìtima cifra del divinare, aumentando di una unità 
la penuUima, e si divide pel numero che risulta, il 
resto jìroveniente dal calcolo delle due prime cifre del 
quoziente. Questa divisione dà la terza cifra del quo- 
ziente. 

Per avere la seguevie, si opera sul difisore pre- 
cedente come sul divisore primitivo, cioè si sopprime 
la sua ultima cifra, avendo cura di aumentare la pe- 
nultima di un' ìinilù ; poi si divide pel numero che ri- 
sulla il resto della divisione precedente ; e così di se- 
guilo. 

Finalmente, si aumenterà di ma unità la m"''" 
cifra trovata al quosiente. 

OssEBVAZiOKE. L' errore che comportano le ridu- 
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zUmi opm'ate sui divisori successivi aveva ptr iimite, 
nell'esempio di sopra, u. Per conseguenza, la fra- 
zione compleinentaria sarebbe slata ancora trascurabile, 
97 

anche quando il suo valore avesse raggiunto In ge- 
nerale, l'errore che la divisione abbreviata produce sopra 
UD quoziente di tit cifre ha per limite «> « iodi" 

cando sempre l'unità della «n*^ cifra; e per conse- 
guenza, finekè la frasione eomplementaria non supe- 
rerà 1 — sarà trascurabile, senza che il quoziente 

cessi di avere l' approssimazione richiesta; Io che acca- 
drà ordinariamente. Tuttavia, nel caso contrario, la re- 
gola precedente dovrebbe essere modificata in questo 
senso, che le riduzioni sul divisore non dovrebbero co- 
minciare che dopo aver trovalo ni(^diante la regole or- 
dinaria, le tre prime cifre del qvo^^ìente ec. 

Non diremo nulla rigu^irfio ai!' eslrazione della ra- 
dice quadrala e cubica, poiclii'! (piclio tlii; abbiamo detto 
nei Capitoli XI e Xll {■ .-iifliciiMite per 1' ojjijcllo che ci 
proponevamo. Per altri particolari su questo importan- 
tissimo argomento si può consultare ; Théorie générale 
■des Approximations ntunériques, par I. Vieiile, 



I. Calc<dare a meno di 0,ouoot, i numen 
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II. Galcolars a meno di O,e000D0l, il quadrato, il cubo 
6 la quarta potenza del numero 

ìt = 3,141S92653S89T9323846 .... 

III. Calcolare, a meno di 0,0000001: il quosienle 



24 2"^* 

nel qnale ir ha io stesso valore del quesito precedente. 
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I! principio ilei noslro sisicma ili niiinorazioiic non Oi- 
peiide (hilla scellit iiarlicolarc del numero 10, che vi esprimo 
il rapporto eli una unilù a quella dell'ordine seguente. Si sa- 
rebbe potuto porre un'altra base, e, conservando Io slesso 
principio, fare uso di nn numero diffcrcnie di caraìlcri. Se, 
per esempio, si prendesse per base il numero 8, bisognerebbe 
convenire che una cifra posla alla ilcsUa di un'altra le fa 
acquistare un valore 8 volle maggiore. Quindi le unità dei 
difTerenli ordiui si scriverebbero 

10 
100 
1000 
J 0000 
ec. 

e rappresenterebbero rispeUivameale 8 noilà, A4 onita, 
ttl2 unilà, 4096 nnìtà, e ciascuna di esse sarebbe 8 volte più 
grande della precedente. Per scrivere un numero in questo 
sistema, bisognerebbe risolverlo in unilà di diversi ordini, e 
non si avrebbe mai bisogno di ammettere più dì 7 unito dì 
nn ordine dato, giacché 8 ne formerebbero una dell'ordine 
seguente. 8 carstlerì, compresovi lo zero, basterebbero per 
scrivere tatti i numeri. 

(ai Olire ipesta Nola, ntlb Secondi EdiiioDC ve ns Ifino ancora altri due 
sulla mottiiiliciibne e divisione ititiceiiate i nule aLbiiiuo tolte, pCTcIit quuta 
K^gclla è stato da sdì ciposlo Bel Capitolo XX. (T.) 
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Convertire in un lìsteina ijneluDtiiM un nnmaro fontto 
nel ■ijlema deoimalei 

Ali1)ingi il numero 78321 j, gcrìtlo nel sistema decimale, 
clic si voglia convenire nel ^iglcma la cui base è 8. Poiché 
in questo siGlcma ciascuna unità ilei second' ordine vale 
S unit;ì semplici , divìdendo il numero proposto per S, il quo- 
ziente esprìmerà ÌI numero di unità del second' ordine ohe 
esso^nliene, e il resto sarà, per conseguenza, la cifra delle 
*UDÌÙ semplicf. Al modo stesso, dividendo il quoziente otte- 
noliT^r 8, il Boovo quoziente sarà il nomerò delle onilft del 
terzo ordine, e conlinaando cosi sino a che si gìanga a nn 
quoziente minore di 8, si ollerraonolntleleisiffe dell' eapres- 
sione richiesta. Ecco il tipo del caloolo: 



7B3214 




Xe oìflre cercate sono I resti snccessivaineiite oliennti e 
l'uHimo quonenle; l'espressione cercala è donqee 27715S6. 

OssBBTAZiOHR. Se la base scelta è maggiore di 10, biso- 
giierà fora UBO di più di dieci caratteri. Per esempio, nel 
sislraia la cai base è 12, o duodecimale, vi bisognerebbe nn 
carattere per esprimere 10 e nn altro per esprìmere li; aie no 
questi, per esempio, a e 6. Applicando il metodo precedente 
ai numero £9321 si trova «he esso si esprime, nel Eterna 
duodecinale, con 2a3(iS. 

OoDTMtÌTe nel liilema decimale od o^doto MnMa 
in nn sisteniB qaalm>^e< 

Questa questione non difTetisce !b Tondo dalla prece- 
dente; nei due casi sì tratta Si passare da im sistema ad uà 



NOTB. 
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al[ro, e H siBfema decimale non ha alcuna proprietà parlieo- 
lara che obblighi a distinguerlo dagli altri. Si potrebbe dnn- 
qne passare da nn sislema qualunque al sistema decimale 
mediante una serie di divisioni; ma queste divisioni dovreb- 
bero essere falle nel sislema di numerazione nel quale sa- 
-rebbe scrìtto il numero dato, e poirebbero, a causa della 
mancanza di atiiludine, sembrare più imbarazzanti. Si pos- 
sono quindi Goslitiiire a qucsie divisioni delle moltiplicazioni 
fatte nel sislema decimale. 

£sEiiMo. Sia da convertire nel sistema decimale il nn- 
mero 89«4, scritto sistema dnodecioiale. 

La cifra 4 esprime 4 unità, 

ha cifra a esprime lex^^ o milà. 

La cifra 9 esprime 9X12* o 1296 unilà, 

La cifra 3 esprime 3X12^ o M84 unità. 

e per coasegnenza, il numero propnslo cspriroe le somme di 
questi dlOereatì proilolli , cioè 0G04. 

OssuTizioNE. Si potrebbe anche passare dal sistema 
decimale a un sistema qualunque, effettuando solamente mol- 
tiplicazioni; ma queste moIli{dÌGasìODÌ dorrebluro essere 
falle Bel iniov« sistema di nnmerazione. 

Noi non ci occuperemo della maniera di operare in questi 
differenti sistemi, òhe non sono mai usati. Le regole essendo 
del resto assolutamente le medesime che pel sislema deci- 
male, non vi sari alcuna diflIcoUii per trovarle ed applicarle. 



I. Quali sono, in un sistema di nneiersztone qualunque, i nn- 
meri che godono di proprietà analogbe a quelle del numero 9 e ti 

•[(83), (86)] nel sistema decimale! 

II. b essendo la base di un sistema di numerazioni], se un nu- 
mero >t divide i'" — I e un numero N di m cifre, 0 dividerìi tulli i 
numeri rlsuliauli dalle diverse permutazioni circolari di iV (si cbia- 
mano pOTinatazioni circolari di m dfre i dlfferesU i^snllatt cbe s! 
oHerrebben scrivendo ibtle qnesle e\tre in oerabio, e leggenii^, 
coodofdando da una cifra qualunque segneBdo il cerchio).' 
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Nota (A). 

I romani non avevano cifre apposite per la scrittura dei- 
numeri, ma usavano te lettere del loro alfalMlo disposte in 
un modo convenuto. Ecco ■ numeri principali con la lor». 
corrispondenin in cifre arabe: 

I, V, X, li, c, 13, era. dd. cciod, ec. 

1, S, IO, 80, 100, SOO, 1000, SOOO, 10000, 

Con qucsli caralleri indicavano anclie Lulfi i numeri in- 
lurmeili, sorvcnJosi di un' illira convenzione, cioè che un ua- 
rallere di eguale o di minor valore posto dopo s'ìnlcndeva 
aggiunto, e posto innanzi s'intendeva sottratto, come qui 
sotto, 

II, lii, IV, vr, VII, viti, IX, xi, xir, xiv, xv, xvr, xix 

2, 3, 4, 6, 1, 8, 0, 11, 12, iJ, 15, 16, 1». 
XX, XXX, XL, LX, XC, ex, CXX, CXLVII, CiaDCCCXLIV, 
20, 30, 40, 60 , 90, 110, 120, 147, 184*. 

Alle cifre 13, CI3 indicaniì tfOO, e 1000 si sono anche 
fiosllUite le lettere D, M, di modo che il nomerò 1S44 si scri- 
verebbe pnre coe\, MDCCCXLIV. 

Nota (B). 
Delle frazioni coutimi^i 
Si chiama frazione continua un'espressione della forma: 




d-t- eo. 



Effettuando i calcoli indicali in una simile espressione, 
si ottiene per risultato una frazione ordinaria cbe è il valore 
della frazione continua. ' 



NOTE. 
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Abbiasi, per esempio, la frazione continua 




sì trova succesBivamente 

2 A — i£ 2 _ 10 2 _ io _ 62 

2-H- 2-.- 

Nelle frazioni continue che più ordinariamente si ado- 
perano, i numeratori j3, 7, i, ec. sono eguali alt' nnìlà, ed 
hanno per consegoenza la forma 




d -t- ec. ; 



ir. b, c, d, ec, sono numeri inlori. 

Le frazioni continue di quest'ultimi) forma si trovano 
ijuando si vogliono esprimere in numeri quantità frazionarie, 
0 quantità incommensurabili , di cui si può avere il valore 
approssimalo a meno di una unità. In falli, snpponiamo che 
si voglia TBinlare una quantità qualunque ir, che non può 
essere data da un numero intero. Se in prima si cerca il nu- 
mero intero a che più si avvicina al valore di x, la dìITcrcn- 
za X — a sarà una frazione minore dell' unità, che si potrà 

rappresentare con , y essendo un numero maggiore del- 
l'unità; se, al modo stesso, si cerca il nomerò intero b che 
meno diflbrisce dal valore di y , la dilTerenza y—i potrà ee- 
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sere rappresentata da-^, z essendo un numero maggiore 

.dall'unità. Conlinaando a questo modo, sa avrà 

1 .1 .1 , i 

* = a+-,v = l' + -, z = c-H-, «=<! + -. ec.i 

da cui sì deduce 



Se Ira te quantità x, x, u, v, ec. se ne trovi una che 
sia espressa esattamente da un numero intero, la frazione 
continua avrà nn termine. Nel coso contrario, la fratione 
continua si prolangherà indefinitamente. 

Sopponiamo che la quantità che si vuol ridurre sotto 

forma di frazione continua sia nn numero frazionario dato^, 

A% B essendo numeri interi. 

Il numero intero che più ai avvicina a questa quantità é 
il quoziente della divisione di A per B. Chiamiamo a questo 
quoziente e C il resto, « ha 

A C , i 

-^=a+-g- = «+-^. 

[cJ 

Sieno b II quoziente della divisione di D per C, b D il 

resto, si ha 

Continuando a questo modo si vede che per ridurre una 
frazione ordinaria in frazime eontinua, biiogna operare $ui 
due termini di questa frazione come te si voleise Avniar» il loro 
ttuujìino comun dìvìtore, divtdendo prima il numeratore pel 
denominalore. Se i quozienli succeuivi jche si ottengono me- 



NOTE. 



diante quMta operasione tono a, b, o, d, ec, il primo quo- 
liente potendo essere xero, la frasione a 



Applicando questo procedi mento si trova 

1103 _ 1 

001 — 1 -H i 



4-(- 




Poichc In ricerca del massimo comun divisore di due 
numeri nondncc sempre a un quoziente che è un numero in- 
tero, qualunque quantità commensurabile può estere espressa 
mediante una frasione continua finila. 

Kcciprocamenle, qualunque fra::ione continua finita espri- 
me un quantità commen'iurabiir; poiché sene può olicnere esal- 
tamenle il valore, espresso raeilianle una frazione ordinaria. 

Da ciò segue clie una quantità incommensurabile non pui't 
dare che una frazione conlinua indefinita. 

Le frazioni 

a 1 a6-hl 1 (oft-i-llc-t-o 

— , a-i — r- = — r — I T — — E — : — , ec. 

1 ' 6 b ' bc+l ' 

si chiamano ridiHtc. 

I,D semplice ispeiluno di una Trazione conlinnn è siifll- 
cienle per far vedere che il valore delta frazione continua è 
eompreso tra due ridalle consecutive qualunque; e in Algebra 
poi 8Ì dimostra che ciascuna ridotta ti avaidna piit al valore 
della frazione eonfinua della ridotta precedente. 
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ó segue che 

h , 1 ifi , 




rapprescniano valori della frazione -^^^ di più in più ap> 

prossimali. Talune volle può essere ulile prendere dei valori 
approssimali di una frazione irriducibile di termini mollo 
grandi. 
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SEGNI 

E DBNOHlHiZlONt OSITI IN 'QDBSl' OPKBA. 



-4- sigaìflca più 
— meno 
X moUipUcato per 

divito per 

= egmte a 

L'espressione dell' eguaglianza di due numeri si chiama 
eguaglianza; ì due numeri si dicono membri dell' eguaglianxa. 

EsBHPio. 8+7 — 6X2^ una eguaglianza, il primo mem- 
bro della quale è S+?, il secondo 6X3. 

Un teorema 6 una verità non evidente per ek slessa e 
che diviene tale mediante nna dimodrazione. 



f nwntri cygitmK dal TnduHort tomo eMlroiiagnali nm tm vtferiteo*. 



Errai a-corrlge. 

|_18_ Itggi 1^ 

Q un quuitntB iolctn un 
1 taìL 
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